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,,Ne uobrazavajte da je matematika teska, nerazumljiva i odbojna
za zdravi razum. Ona je prosto idealna realizacija zdravog razuma!“

Ranije smo govorili o nejednakostima izmedu brojevnih sredina i njihovim
primjenama, gdje smo se bavili sintetickim i analitickim dokazima.

Ovdje, najprije, zelim da pokazem kako se nejednakost izmedu aritmeticke
1 harmonijske sredine dva pozitivna broja, moze veoma lijepo iskoristiti za
formiranje raznih geometrijskih nejednakosti u trouglu.
No, za pocetak, defini§Simo aritmeticku (A) i harmonijsku (H) sredinu
pozitivnih brojeva x i y:
x+ 2
y He_2_
2 T.1
Xy
Za aritmeti¢ku 1 harmonijsku sredinu vazi sljedece tvrdenje:
-Ako su x i y pozitivni brojevi, tada je A > H, tj.
x+y 2
7 2T W)

1, 1
Xy

A=

pri cemu jednakost vazi samo za x =Y.

Podimo od ocigledne nejednakosti
(x=y)? =0,

pri ¢emu jednakost vazi za x = y. Ona je ekvivalentna sa sljede¢im nizom
nejednakosti.

x2+y? > 2xy
x% +y?% +2xy = 4xy
(x +y)? = 4xy
Dijeljenjem sa 2(x + y) dobijamo:
x+y 2xy
2 = x+y
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- 2
2 1.1
Xy

¢ime je tvrdenje dokazano.

Neposredna posljedica je sljedece tvrdenje koje ima direktnu primjenu u
geometrijskim nejednakostima:
Teorema 2: Ako su x iy pozitivni brojevi, tada je
2 @)
pri cemu jednakost vazi samo za x = y.
Dokaz:

x+y xty

1 x+y
2 2
x+y
7

Sada Zelim da pokazem, kako ovu nejednakost (2), mozemo iskoristiti za
izvodenje nekih nejednakosti vezanih za elemente trougla.

/nejednakost(1)/

Primjer 1.
Ako su a, b i c stranice trougla i S poluobim, tada je:
ab bc
+ + <S.
a+b b+c c+a
RjesSenje:

Stavljajuci u nejednakost (2) x = a iy = b dobijamo:



ab a+b
<
a+b 4
Sli¢no bismo dobili i:
bc b+c
<
b+c 4
ac a+c
<
a+c 4
Sabirajuci ove tri nejednakosti dobijamo:
ab bc ca a+b+c
+ + <
a+b b+c c+a 2

Dijagonala 5

Znajuci da obim predstavlja zbir svih stranica trougla, to onda mozemo

zapisati prethodnu nejednakost na sljede¢i nacin:
ab bc ca

+ +
a+b b+c c+a
Uz iste oznake koje smo uveli u primjeru 1 imamo:

< S

Primjer 2.
Trougao je jednakostranican ako i samo ako (akko) je:
ab bc ca
+ +
a+b b+c c+a

RjesSenje:
Direktno slijedi iz nejednakosti (2) 1 primjera 1.

Ako je P povrsina trougla, a r i R, redom poluprecnici upisane 1 opisane

kruznice, poznato je da vaze sljedece formule:

P=rS
abc
P=%

P=.,SS—-a)(S—-b)(S—oc)
Primjer 3.
U svakom trouglu vaze sljedece nejednakosti:

a) S—a)S—-b)+(ES—-b)(ES—-c)+(E—c)(S—a) <

abc

b) (S—a)S—b)(S—c)< 25

€)
“4)

()

a?+b%+c?

)

4
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RjesSenje:
Nekajex =S—a,y=S—-biz=S—c.
Primijetimo da je:

a+b+c b+c—a
x=S—a=T—a=T >0

jer je poznato da je zbir duzina bilo koje dvije stranice trougla veci od
duZine trece stranice.
Sli¢no,
y>0iz >0.
Primjenjujuéi na x i y nejednakost (2) dobijamo:
S —-a)(S—Db) < S—a+S-b
S—a+S—-b — 4

Kakoje 2S—a—b = c,tojeonda:

S-a)(S—b)< <. ©)
Na sli¢an nac¢in dobijamo:

S-b)ES-0< 3 (7)

S-a)S—-o)< 2 @®)

Sabiranjem nejednakosti (6), (7) i (8), dobijamo nejednakost a).

S druge strane, njihovim mnoZenjem dobijamo:
a’b?c?
(S - @S —bP*(S =) € ——

Sto nakon korjenovanja daje nejednakost b).

Primjer 4.

U svakom trouglu je
8r2S < abc < 2R%S.

RjeSenje:
1z nejednakosti ) u primjeru 3, slijedi:
abcS
SE—a)(S—=b)(S—0) < 3

Sto s obzirom na (5) daje:
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odakle je 8r2S < abc. (10)
Stavljajuci u nejednakost (9), umjesto P, izraz iz formule (4) dobijamo:
a’b?c*  abcS
<
16R?> — 8
Iztogaje abc < 2R2S. (11)
Dakle, trazena nejednakost slijedi iz (10) 1 (11).

Ako su t,, t;, i t. teziSne linjje trougla, onda vazi sljedec¢a jednakost:
M4Jﬁ+c2=§(%2+%2+gﬁ.
Koriste¢i nejednakosti iz primjera 3a), dobijamo:
Primjer S.
U svakom trouglu je

ta?+tp2+t?

SE-—a)(S=-b)+(S—-bES -)+E—-c)(S—a) < 3

Naravno, jednakost vazi samo u slu¢aju a = b = ¢, tj. kada je trougao
jednakostranican.

Na kraju, mozemo zakljuciti da se na ovaj nacin iz nejednakosti (2), koja
je ekvivalentna sa A > H, mogu dobiti i mnoge druge.

Uzimaju¢i tu nejednakost za tri pozitivna broja x, y i z,

x+y+z> 3
3 =

N|=

1,1
Tyt
ili ekvivalentan oblik:
1,1, 1
(x+y+z)(;+;+;) > 9.
Mogu se takode dobiti razne nejednakosti, tako Sto se x, y 1 z zamijene

pojedinim elementima trougla, ali to prepustam vama.

Milan Rosandié, JU OS ,,Oktoih*, Podgorica



Dr Goran Sukovi¢
DINAMICKO PROGRAMIRANJE
| FIBONACLJEVI BROJEVI

U ovoj lekeiji upoznacete se sa osnovama dinamic¢kog programiranja, koje
se Cesto medu programerima skraceno zapisuje kao DP. To je tehnika
rjeSavanja problema i ubrzavanja rada algoritama koja koristi takozvana
ponavljajuca podstanja. Prvi put je ovaj termin upotrijebio Ric¢ard Belman
(Richard Bellman) 1953. godine. Osnovna ideja, ili moto, dinamickog
programiranja je: “ne radite istu stvar dva puta”. Pogledajmo neke primjere
zadataka koji se mogu uraditi pomocu dinamic¢kog programiranja.

Fibonacijevi brojevi [Leonardo Fibonacci de Pisa] su jedan od najpoznati-
jih 1 najzagonetnijih nizova u istoriji matematike. Ako to ve¢ ne znate,
definisa¢emo Fibonacijeve brojeve. Ozna¢imo sa f(n) n-ti Fibonacijev broj.
Tada je: f(1) =1, f(2) =11 f(n) = f(n — 1) + f(n — 2), za n > 2. Iza ovako
sloZzenog matematickog zapisa krije se jednostavna recenica: prva dva broja
su 1, a svaki sljedeci se dobija kao zbir prethodna dva. Ovakva definicija niza
se naziva rekurzivnom ili rekurentnom, jer se n-ti elemenat niza opisuje preko
prethodnih elemenata niza, tacnije, preko prethodna dva. Kako C++ podrzava
rekurzivne pozive funkcija, lako je napisati odgovarajucu funkciju koja vraca
n-ti Fibonacijev broj:

int fib (int n) {
if(n < 3) return 1;
return (fib(n - 1) + fib(n - 2));
}
Kako ¢e izgledati izraCunavanje Sestog Fibonacijevog broja tj. fib(6)
prikazano je na slici (u cilju ustede prostora, umjesto fib(x) koris¢eno je f(x)):

FEN

41

o
|

2 |

Jasno se vidi da se neke vrijednosti izraCunavaju viSe puta. Vrijeme
izvrSavanja ovog algoritma je ,,uzasno”: ako je n = 100 trebac¢e mu nekoliko
vijekova (bas tako, vijekova, nije greSka) da zavrSi rad, ako bi raCunar
dopustio da se napisani kod izvrsi. Tako ¢e fib(100) dva puta pozvati fib(98),

8
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Sto je Cisto tracenje vremena, jer bi bilo bolje da je prvi put zapamtio ono §to
je izracunao. Lako se moZe izracunati da je broj koraka za ovaj algoritam
proporcionalan 2" ili kako se to formalno zapisuje: sloZenost algoritma je
O(2") — cita se ,,0 veliko od 2 nan”.

Prije nego $to predemo na rjeSenje primjenom dinamickog programiranja,
iskoristimo ideju da se prvo zapamti ono Sto je jednom izraunato. Jedino
moguce, i dalje rekurzivno, rjeSenje koje koristi dodatne nizove

veclzracunat i sacuvanaVrijednost je sljedece:

int fib(int n) {
if(n < 3) return 1;
if (!vecIzracunat[n]) {
sacuvanaVrijednost[n] = fib(n - 1) +
fib(n - 2);
veclzracunat[n]=1; }
return sacuvanaVrijednost[n];

Imena nizova jasno govore Sta im je
namjena. Ova verzija je bolja od pret-
hodne, jer nikada necemo ,,skociti” na
izraunavanje fib(n) ako nam je vec
izraCunat. Ovo je primjer takozvane
memoizacije, gdje se u rekurzivnoj fun-
kciji uvaju neke vrijednosti za naknadno
koriS¢enje. Kako ¢e izgledati izraCuna-
vanje Sestog Fibonacijevog broja ovim
algoritmom prikazano je na slici:

f(1)

U oba prethodna rjeSenja pocinjemo od ,,pocetnog stanja”, tj. broja n, i
gradimo rjeSenje preko podstanja tj. brojevan — 1 i n — 2. Kao da gradimo
piramidu od vrha prema dnu (engl. top-down). Kod dinamickog programiranja
radimo upravo obrnuto — kre¢emo od dna 1 gradimo prema vrhu (engl. bottom-
up). Prvo razmatramo ,,najniza stanja” i idemo naviSe. Za Fibonacijeve bro-
jeve ovo je prili¢no intuitivno jer li¢i na mehanizam kako bi ih izracunali
rucno: krenuli bi od f(2) i redom racunali f(3), f(4), ..., f(n). Kod svake
primjene DP definiSu se dvije stvari: stanje koje opisuje problem 1 potpro-
bleme i prelazak (tranziciju) izmedu stanja. Stanje se naj¢esce opisuje nizom,
dvodimenzionalnim nizom ili nekom jos slozenijom strukturom programskog
jezika. Prelazak nam pokazuje kako su stanja povezana, naj¢eSée nekom
formulom. U nasem slucaju, stanje se opisuje nizom F, gdje n-ti element niza
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F(n) oznacava n-ti Fibonacijev broj. Pocetna stanja su F(1) = 1, F(2) = 1.
Prelazak se ostvaruje na sljede¢i nacin: F[i]=F[i — 1]+F[i - 2],zai=3,...,n.
Sada je lako napisati nerekurzivnu verziju funkcije:
int fib(int n) {
if(n < 3) return 1;

F[1l]=1;
F[2]1=1;
for (int 1 = 3; i <= n; 1++)

F[i]=F[i-1]1+F[i1-2];
return F[n];

Kako sno ve¢ naucili Sta znaci veliko O, moZemo reci da ovaj algoritam
ima slozenost O(n). Koristi se 1 dodatni niz sa n elemenata.

Ve¢ smo postigli dovoljno, ali moZemo joS bolje. Posljednji algoritam se
moze poboljsati tako §to se smanji potroSnja memorije. Uo¢imo da su za
izraCunavanje i-tog elementa potrebna samo dva prethodna elementa, pa
mozemo potpuno izbaciti niz i ¢uvati samo posljednja dva prethodna. Jedna
moguca implementacija je sljedeca:
int fib (int n) {

if(n < 3) return 1;
int a=1, b=1, c=2;
for(int i=4;i<=n;i++) {
a=b;
c+=b;
b=c=b;
}

return c;

Ova tehnika se Cesto naziva ,,klizajuéi prozor” (engl. sliding window).

Mozemo zakljuciti da smo transformisali algoritam koji je imao sloZenost
O(2") u algoritam koji ima slozenost O(n) uz konstantnu memoriju. Vodite
racuna da se klizaju¢i prozor ne moze uvijek primijeniti.

U sljede¢im lekcijama obradi¢emo i neke druge primjene dinamickog pro-
gramiranja. Za vjezbu, pokusajte da ponovite sve metode iz ove lekcije na
sljede¢em zadatku:

Zadatak za vjezbu:
Dat je niz od N cijelih brojeva. Odrediti najve¢i mogucéi zbir uzastopnih

elemenata datog niza. Obratiti paznju da elementi niza ne moraju biti
pozitivni.
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ZADACI ZA VJEZBU

Djeljivost. NZD, NZS brojeva

1. a) Iz skupa A={x|x € Ni 10 < x < 30} izdvojiti sve proste i sve
sloZzene brojeve.

b) Ako je tvrdenje 24 | 3000 tacno, precrtati netacna tvrdenja:
1]3000, 33000, 6]3000, 7]3000, 12]3000, 15]3000.

2. a) Koji je najveéi petocifreni broj djeljiv sa 9, ako su sve cifre tog broja
razlicite?

b) Umjesto a i b u Cetvorocifrenim brojevima staviti cifre tako da izraz
323a + b410 bude djeljiv sa 9.

3. a) Dokazati da je zbir bilo koja tri uzastopna broja djeljiv sa 3.

b) Koji je najmanji trocifreni broj ¢ija je prva cifra 7 i djeljiv je sa 3?
4. a) Odrediti sve prirodne brojeve za koje vazi NZS (a,36) = 36.

b) Odrediti sve prirodne brojeve x za koje vazi NZD (12,x) = x.

c¢) Da li je istinito tvrdenje NZD (12, 16) - NZS (12, 16) = 12- 15 ?

5. a) Koliko se najviSe jednakih paketa moze spakovati od 36 igracaka i 48
knjiga?

b) Koliko knjiga ima u svakom paketu?

6. a) Kojim najve¢im brojem mozemo podijeliti brojeve 49 i 61 tako da
ostatak pri oba dijeljenja bude 1?

b) Ako se brojevi 8746 1 1652 podijele jednim istim brojem, dobijaju se
redom ostaci 16 1 14. Odrediti broj kojim je izvrSeno dijeljenje.

7. Pekar ima 63 kiflice, 90 pereca i 135 pogacice. Koliko najvise porudzbina
sa jednakim brojem svake vrste peciva moze da se napravi, ako Zeli za
sebe da zadrzi 3 kiflice, 6 pereca i 3 pogacice?

8. a) Gospoda Mari¢ treba da spakuje 20 tegli pekmeza od $ljiva i 15 tegli
pekmeza od Sipurka u najman;ji broj kutija tako da u svakoj kutiji bude
isti broj tegli pekmeza od S§ljiva 1 od Sipuraka. Koliko je kutija
potrebno? Koliko je tegli od svake vrste u jednoj kutiji?
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10.

b) Marica je pisala baki svakih 12 dana, svojoj tetki svakih 18 dana, svojoj
sestri svakih 15 dana, a prijateljici svakih 24 dana. Ako je danas poslala
svima po jedno pismo, koliko ¢e dana pro¢i do dana kad ¢e opet svima
poslati po jedno pismo? Koliko je pisama u meduvremenu poslala
svakoj od njih?

Koliko je pravih odredeno sa 4 tacke ako medu njima:
a) ne postoje tri nekolinearne tacke;
b) postoje tacno tri nekolinearne tacke?

Presjek kruga K(O, 5 ¢m) i prave p je duz AB tako da O€EAB. Kolika je
duzina duzi AB?

Prijedlog prvog pismenog zadatka

. a) Zamijeniti * odgovaraju¢om cifrom tako da:

3|10%1 5| 4*4 2| 1357 - 56* 10 | 3700 + 2020 + 505*.
b) Napisati sve dvocifrene sadrzaoce broja 12.
a) Iz skupa P={5, 23, 111, 405, 3030} izdvojiti podskup:
— prostih brojeva,
— brojeva djeljivih sa 3;
b) Odrediti NZD (48, 72, 96).

Rastojanje izmedu tacaka M 1 N je 3 cm. Pronaci tacku P tako da duzi MP,
MN i NP budu jednake.

Neki djecak ima toliko klikera da ih moze rasporediti po dzepovima tako
da u svakom dZepu bude 18, 24 ili 30 klikera 1 da mu uvijek ostane jedan
u ruci. Odrediti najmanji moguc¢i broj klikera.

. Ako se brojevi 4 373 1 826 podijele jednim istim brojem, dobice se ostaci

(redom) 8 1 7. Koliki je djelilac?

. a) Podvuc¢i tacno tvrdenje:

6l24 6170  12]156  12]|1132 15100  15]255.

b) Pokazati da li su brojevi 12 i 30 uzajamno prosti.
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a) Iz skupa R={6, 11, 34, 47, 105, 2020} izdvojiti podskup:

- slozenih brojeva,

- brojeva djeljivih sa 2;

b) Odrediti NZS (21, 28, 35).

Na duZi |AB| = 36 cm data je tacka C. Naci duzine duzi AC 1 BC ako je
duz BC tri puta duza od duzi AM.

Dokazati da zbir bilo kojih pet uzastopnih prirodnih brojeva ne moze biti
prost broj.

Tri autobusa su u 6 ¢asova ujutru istovremeno krenula sa stanice u tri
razli¢ita pravca. Prvi autobus vratio se u stanicu posle 1 sat i 5 minuta i
ponovo krenuo na put poslije 10 minuta, drugi se vratio poslije 56 minuta
1 ponovo krenuo poslije 4 minuta, tre¢i se vratio poslije 48 minuta i kroz 2
minuta ponovo krenuo na put.

Za koje ¢e najkrace vrijeme sva tri autobusa ponovo krenuti sa stanice u
isto vrijeme?

Jelena Bojovié¢, JU OS ,,Dusan Bojovic¢“, Niksié

VIl razred

1.

Skup cijelih brojeva

IzracCunati:

a) (+15) + (=9); b) (—=13) + (+1)-9;

c) —7—(—6)—-12; d) 11 + (—8) — (+5) + (+9).
IzraCunati:

a) (+6) - (+8); b) (+5)-(=7); ©) (=12) : (+4); d) (=32): (4.
Izracunati vrijednost brojevnog izraza:

a) —3:4+6-(-2)+(—9):(-3)—-(-5)-7+1;

b) [-13:(—10—-9:3) —=7]+5-(-3).

Akojex = —(—2)+2iy =12 + 8 : (—2) izraCunati:
yi(—=x)+|ly+2-x—y:2|

Rijesiti jednacine:

a) y+(=11) =-7—-(+4); b)-5+ (x —10) = —5;
0)(12—-x)—(-15+6) = —(—1+3).
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10.

Koliko treba oduzeti od zbira brojeva —81 i1 17 da bi se dobio broj koji je
za —28 manji od broja 127

Kojim brojem treba umanyjiti zbir brojeva —12 i 8 pa da dobijes broj supro-
tan razlici brojeva —18 i —16?

Rijesiti nejednacine:

a) (-84 (-25))+x<-35 b)x—(-3)<2-(-4).

Od kog broja treba oduzeti zbir brojeva —17 1 —63 da bi dobijena razlika
bila manja od razlike datih brojeva?

Uporediti M - N i M : N ako je:

M=—|-12+]-6|| i N={11-[3-(-2-4]}.

Prijedlog prvog pismenog zadatka

. IzraCunati:

a)— 6+ (—8); b)—3-(=7); ¢)—81:(+9); d) —35+ 24 - (—8);
e)—8-(—4): (—=1)-(-5); H2-]-10—12| — |-11 + 3| : (—2).
a) Rijesiti jednacinu: x — (—7) = 2 + (—5);

b) Koji broj treba oduzeti od zbira brojeva —8 i —18 da bi se dobio broj
koji je suprotan razlici brojeva —151 20?

Rijesiti nejednacine i1 skup rjeSenja prikazati na brojnoj pravoj:
a)—2—(—14) + x > 13;
b)—11 - (5= (-3 - (-x - 7)) < -3.

IzraCunati —p — 2q + 3r, ako je:
p=—(=3)-2-(-4)—-16:(-2),
g=-12-3-(-19 = (=9 + 4 (-2) - (=6))) — (-6 +9),

r=-3-(-3-(-3-(-3))).
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. IzraCunati:

a)—10—(—8); b)—4:(=5); ¢)—36:(+9); d)—24—16: (-8);
) —48-(—=12): (=1)- (=9); D2-|—42—12| — |-11 + 5] : (=2).

a) Rijesiti jednadinu: (x — 4) — 17 = —3 + (—15).

b) Koji broj treba oduzeti od razlike brojeva —18 i —13 da bi se dobio broj
koji je suprotan zbiru brojeva —151 20?

Rijesiti nejednacine i skup rjesenja prikazati na brojnoj pravoj:
a)— 12+ (—11) + x < —19;

b)—1-— (—3 —(-5-(-x+ 8))) > —10.

IzraCunati —2p — 3q + 4r, ako je:

p=(=2)" (-4 +(=3)- (+2) — (-10),
g=-3-(9-(-7+3-(-2) - (-3+2))) - (-12+19),

r=—4— (—4 - (~4- (—4))).

Sladana Savkovié¢ — Boskovié, JU OS »Radojica Perovi¢“, Podgorica

VIl razred

1.

Razmjera, proporcija, procenat. Kvadriranje, korjenovanje

Razmjeru brojeva 10125, 12142, 271 63 napisati kao razmjeru dva uza-
jamno prosta broja.

Udaljenost izmedu dva grada A i B na karti je 3,2 c¢m. U stvarnosti je
njihova udaljenost 80 km. Karta je uradena u razmjeri 1 : 25000. Da li je
to tacno?

a) Ostri uglovi u pravouglom trouglu odnose se kao 1 : 2. IzraCunati te
uglove.

b) Markova kuc¢a udaljena je od Skole 720 m. Na kojoj udaljenosti od skole
je prodavnica ako je razmjera duzina od Markove kuce do prodavnice i od
prodavnice do Skole 5 : 4?
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4.

10.

IzraCunati nepoznati ¢lan proporcije:

2)30:x=12:8 b)55:x=14:42 o) (x—5:12=17:3;

3 2
d) (3x-1):3=(1+2x):10.
a) Stampanje 92 postera kosta 18,4 eura. Koliko postera se moze odsta-

mpati za 5 eura?

b) Tri radnika zavrSe neki posao za 16 dana. Za koliko dana ¢e isti posao
zavrsiti 4 radnika?

a) Iz odjeljenja od 28 ucenika njih 7 se prijavilo za turnir u odbojci. Koli-
ko je to u procentima?

b) Racunar je kostao 360 eura. Koliko ¢e kostati poslije snizenja od 3%?

a) Prodaja uglja na jednom stovariStu povecana je za 30% 1 iznosi 16 640¢.
Za koliko tona je povecana prodaja?

b) Poslije poskupljenja od 15,5 % cijena televizora je 462 eura. Kolika je
bila cijena televizora prije poskupljenja?

Cijena ljetovanja za Cetvoroclanu porodicu iznosi 800 eura. Ako se uplati
do 1. marta cijena se umanji za 10%, a ako se uplati do 1. aprila cijena je
manja 4%. Porodica Petrovi¢ je uplatila ljetovanje 25. februara, a porodica
Nikoli¢ 15. marta. Koliko je viSe uplatila porodica Nikoli¢?

Izracunati:

2 (2v2)' -2 +2v2% -2

_192. /ﬂ _2)2. /8_1
c)—12 144+( 3)4: Py

dx—y)x?+xy+y?),zax= —2iy=2:

-Mw

e) Trostruku vrijednost broja ’5 + % uvecati za kvadrat broja —3+/3;

f) Da li je taéna jednakost 3\/35— 2 —4\/2 —Z=-12

Rijesiti jednacine:
2)x? =0,16; b)5x2—12=8 ¢)(x—1)2+5=—-2.
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N —

Prijedlog prvog pismenog zadatka

Stranice trougla odnose se kao 2 : 3 : 5. Kolike su stranice trougla ako je
obim 60 cm?

Ako za 35 kg povréa treba platiti 56 eura, koliko ¢e se platiti za 20 kg istog
povréa?

a) Izracunati 15% od 2500;

b) Nabavna cijena cokolade od 100 g je 50 centi. Kolika ¢ée biti cijena
poslije obracunatog PDV-a od 21%?

: 7 e
Izracunati: a) —4% - (=3) + 3+ (=4)*; b) [2+;-03%" (_ _) .

3
e s .. 2 _ 2 21 _ 6
Rijesiti jednacine: a) x* = 0,75; b)x“— |1 — == e

Uglovi trougla odnose se kao 2 : 3 : 4. Koliki su uglovi trougla?

. Ako 18 radnika zavrsi neki posao za 35 dana, za koliko ¢e isti posao

zavrs$iti 45 radnika?
a) Izracunati 12% od 375;
b) Patike kostaju 80 eura. Kolika ¢e biti njihova cijena ako su sniZzene za
15%?
N

sunati- . (—=2)2 —52.(_2). _ 7 _op42.(_1
IzraCunati: a) 5 - (—2)* —5%-(=2); b) |1 " 0,4 ( 4).

Rijesiti jednadine: a) 4x2 = 0,16; b) x% — /6 —2=2
Daliborka Postolov, JU OS ,,Vlado Mili¢*, Podgorica

l.
2.

Mnogougao. Tacka, prava i ravan

Izracunati dn, Dn i1 Sn ¢etrnaestougla.
Ako se iz jednog tjemena mnogougla moze povuci najvise 5 dijagonala,
izraCunati ukupan broj dijagonala.
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(98]

10.

11.

12.

13.

Ako je kod nekog mnogougla Sn =2520°, na¢in, dni Dn.

Ako je ukupan broj dijagonala nekog mnogougla 104, odrediti n i Sn.
Kod kojeg mnogougla je ukupan broj dijagonala:

a) 11 puta veci od broja stranica;

b) 17 puta veéi od broja dijagonala iz jednog tjemena?

Simetrale dvije susjedne stranice pravilnog mnogougla sijeku se pod
uglom od 20°. Odrediti broj stranica tog mnogougla.

Kojem pravilnom mnogouglu je spoljasnji ugao 4 puta veci od unutrasnjeg
ugla?

Tjeme C pravouglog trougla ABC pripada ravni &, a njegova hipotenuza
je paralelna toj ravni. Odrediti duzinu hipotenuze ako ortogonalne proje-
kcije kateta AC i BC na ravan ¢ imaju, redom, duzine 7 cm i 6 c¢m, i ako
je rastojanje izmedu ravni @ i hipotenuze 5 cm.

Nacrtati kocku ABCDA’B’C’D’ i odrediti odnos izmedu: a) p(AD) i
p(B’C’); b) p(D’C’) i p(AD); ¢) 7 (ABC)i 7 (BCD); d) # (ADD’)i 7
(BCD’). Ako se neke od njih sijeku, odrediti ugao izmedu njih.

Data je ravan 7 i tacke A i B koje joj ne pripadaju. Tacke A’ i B> su
njihove projekcije na tu ravan. Odrediti |AB| ako je |AA’| =4 cm, |BB’| =
8 cm 1|A’B’| =5 ¢m. Razmotri oba slucaja (kad su A i B sa iste i kada su
sa razli¢itih strana ravni 7).

Data je kosa duz AB, A€ & i B€ & Ako je ugao izmedu duzi AB i ravni
@ 60°, odrediti duzinu projekcije te duzi ako je |[AB| =16 V3 cm.

Nacrtati kocku ABCDA’B’C’D’ i imenovati one ravni koje sijeku ravan
7T (ADA).

Zaokruziti tacne iskaze:

a) Kroz tacku van ravni moze se postaviti tacno jedna ravan paralelna datoj
ravni.

b) Ravan je jednoznac¢no odredena sa tri razliCite tacke.

¢) Ako je prava paralelna sa ravni onda je ona paralelna sa svakom pravom
te ravni.
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Prijedlog prvog pismenog zadatka

. a) Ako se iz jednog tjemena moze povuéi najvise 8 dijagonala, odrediti n,
Dni Sn.

b) Ako je broj dijagonala nekog mnogougla 54, odredi n i Sn.

. Kolika je veli¢ina unutraSnjeg ugla pravilnog mnogougla ¢iji je broj

dijagonala 6 puta veci od broja stranica?

. Koliko stranica ima pravilan mnogougao ¢iji spoljas$nji ugao iznosi

polovinu njegovog unutrasnjeg ugla?

. Data je kocka ABCDA’B’C’D’.

a) Navesti parove pravih koje su paralelne, normalne i mimoilazne sa

p(BB’).

b) U kom su odnosu: a) p(AB) i p(B’C’); b) 7 (AA’D) 1 p(BC)?

¢) Koje se ravni sa 77 (BB’C’) sijeku pod uglom od 45°?

. Tacke A i1 B se nalaze sa razlicitih strana ravni 77 . Ako je |AB| = 30 cm,

|A’B’| =20 cm 1 |AA’| =7 cm, odrediti [BB’|.

. a) Ako se iz jednog tjemena moze povuci najvise 7 dijagonala, odrediti n,
Dn i Sn.
b) Ako je broj dijagonala nekog mnogougla 65, odrediti n 1 Sn.

. Postoji li pravilni mnogougao ¢iji je spoljasnji ugao 5 puta veci od
unutrasnjeg ugla?

. Neka je spoljasnji ugao pravilnog mnogougla za 120° manji od susjednog
unutrasnjeg ugla. Koji je to mnogougao?
. Data je kocka ABCDA’B’C’D’.
a) Navesti parove pravih koje su paralelne, normalne i mimoilazne sa
p(AD).
b) U kom su odnosu: a) p(BC) i p(A’D’); b) 7 (B’C’D’) i p(AD)?
¢) Koje se ravni sa 77 (ADD”’) sijeku pod uglom od 45°?
. Tacke A 1 B se nalaze sa razlicitih strana ravni 7 . Ako je |AB| =24 cm,
|A’B’| =16 cm 1 |BB’| =5 cm, odrediti |AA’|.
Danijela Nela Popovi¢, JU OS ,,Vladika Danilo“, Golubovci
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o =

ODABRANI ZADACI

Svaki trocifreni broj napisan istom cifrom je djeljiv sa 37. Dokazati.
Zbir dva broja je 576, a njihov NZD je 72. Koji su to brojevi?
Broju 301 dopisati dvocifreni broj, tako da dobijes broj djeljiv sa 45.

Danas kapetan broda i njegov sin jedinac slave zajednic¢ki rodendan. Ako
se broj godina kapetana pomnozi sa brojem godina sina 1 sa duzinom broda
(izrazenom u metrima), dobija se broj 12543. Koliko su stari kapetan i
njegov sin, ako znamo da djecak ima viSe od jedne godine starosti?

VIl razred

. Zbir dvijehiljadejednog uzastopnog cijelog broja je 2001. Koji brojevi su

sabrani?

Nadi cijele brojeve x koji zadovoljavaju uslove: 8 —3x > —11i |x| = 5.

3. Postoji li negativan cio broj takav da kad njegovu apsolutnu vrijednost

oduzmes od 11, dobijes broj €ija je apsolutna vrijednost za 4 manja od
razlike brojeva 71 -3?

IzraCunati vrijednost izraza |a - |b + |c|| + c| + |a + |b - |c|| - c|
akojea=-5,b=-6,c=-"7.

VIl razred

. Tri druga su podijelila 4000 eura, tako da su dobijeni djeloviI: [I=3:21

IIT: I=15:9. Koliko je dobio svaki od njih?

Na nekom poslu je radilo 15 radnika i oni zavrSe polovinu posla za 20
dana. Poslije toga 3 radnika napuste posao. Za koje ¢e vrijeme preostali
radnici dovrs$iti zapoceti posao?

Slavina A puni bazen za 12 ¢asova, a slavina B za 15 ¢asova. Odvodna
cijev C prazni bazen za 10 ¢asova. Za koje vrijeme ¢e se napuniti bazen,
ako su istovremeno otvorene sve tri slavine?
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. U jednoj skoli je 35% djevojcica, a djecaka je 252 vise nego djevojcica.
Koliko u skoli ima djecaka, a koliko djevojcica?

. Pravougaonik ABCD je upisan u kvadrant kruga polupre¢nika 8, a zatim
je oko pravougaonika opisan krug. IzraCunati povrSinu manjeg kruga.
Uporediti povrSinu manjeg kruga sa povrSinom kruznog kvadranta.
(Kruzni kvadrant je ¢etvrtina kruga.)

D C

A B

. Pravougli trougao ABC, sa pravim uglom kod tjemena C, naslanja se
katetom BC na ravan o i nagnut je prema ravni o pod uglom od 45°. Odre-
diti rastojanje tjemena A od ravni a, ako je BC=2cmi AB: AC=3:1.

. Krajevi duzi AB i CD pripadaju dvjema paralelnim ravnima a i 3. Neka su
12 em 1 3 dm duzine ortogonalnih projekcija datih duzi na ravan a. Ako je
AB : CD =10 : 17, izraCunati rastojanje izmedu ravni o i 3.

Tacke A1, Ao, A3, A4su uzastopna tjemena jednog pravilnog mnogougla.
Ako je €A3A1A4= 6°, koliko dijagonala ima ovaj mnogougao?

TAKMICARSKI ZADACI

. Petar i Ana su mjerili svojim koracima duzinu dijagonale pravougaonog
dvorista. Posli su iz iste tacke i kretali se po istoj pravoj liniji. DuZina te
dijagonale je 143 m. Njihove stope su se poklopile 20 puta (ne racunajuéi
polazni poloZaj). Anin korak je duzine 55 cm. Kolika je duZina Petrovog
koraka?

. Odrediti najmanji prirodan broj djeljiv sa 36, zapisan samo ciframa 4 1 7.
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VIl razred

1. Porodica Dijagonalovi¢ ima samo jedan fenjer i treba da po no¢i, trosSnim
mostom, prede preko nabujale rijeke. Otac prede most za jedan minut,
majka za 2, sin za 5, a baka za 10 minuta. Koliko je najmanje vremena
potrebno da svi predu preko mosta, ako se na mostu istovremeno mogu
naci najvise 2 osobe, a brza osoba mora da prati ritam sporije? Osoba koja
prelazi most mora da nosi fenjer, ali preko mosta jedna osoba ne moze da
nosi drugu osobu.

2. Nadi zbir cjelobrojnih rjesenja nejednacine [x + 5] < 7.

VIll razred

1. Odrediti tri prosta broja tako da je njihov proizvod 7 puta vec¢i od njihovog
zbira.

2. Poslodavac je nagradio radnika povecanjem zarade za 10%. Posto je vratio
dug od 60 €, preostalu zaradu radnik je podijelio na 3 jednaka dijela od po
90 €. Kolika je zarada radnika bez nagrade?

1. Tacka A je od ravni a udaljena 8 cm, a tacka B je od ravni a udaljena 3
cm. Koliko je rastojanje izmedu tacaka A i1 B, ako je duzina normalne
projekcije duzi AB na ravan a, duz AiBi, jednaka 12 ¢m? Odrediti sva
rjeSenja.

2. U pravilni petougao ABCDE ucrtan je jednakostrani¢ni trougao ABF, kao
na slici. [zracunati ugao <EFC, naznacen na slici.

D

A B
Anda Vujovié, Snezana Boljevi¢, Tamara Jakovljevié,
JU OS ,,Pavle Rovinski“, Podgorica
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RJESENJA TAKMICARSKIH ZADATAKA
IZ PROSLOG BROJA

. Naudaljenosti od 125 m pas je opazio zeca i pojurio za njim. Istog trenutka
zec se dao u bijeg. Jednim skokom zec preskace pola metra, a pas dva
metra. Osim toga, u vremenu u kome zec 7 puta skoci, pas skoci 2 puta.
Koliku udaljenost je pretréao pas od trenutka kada je opazio zeca, do
trenutka kada ga je ulovio?

. Kada je prodavac smanjio cijenu mandarina za 20%, onda se za 24 eura
moglo kupiti 1 kg mandarina viSe nego $to se prije snizenja moglo kupiti
mandarina za 27 eura. Kolika je bila cijena 1 kg mandarina prije sniZenja?

RjeSenja:
. Pas skoci 4 puta u vremenu u kojem zec skoci 14 puta. Za to vrijeme pas
prede 8 m a zec 7 m, tako da u 4 skoka pas smanji rastojanje za 1 m. Da bi

nadoknadio prednost zeca od 125 m, pas mora da prede 125 puta po 8 m.
Prema tome, da bi ulovio zeca, pas mora da prede 1 000 m.

. Ako je prva cijena mandarina za 1 kg iznosila x eura, onda je poslije
snizenja cijene za 20%, nova cijena mandarina iznosila 80% od x eura,
odnosno 0,8 - x eura. Tada se za 24 eura moglo kupiti (24 : 0,8x) kg
mandarina, a po staroj cijeni za 27 eura moglo se kupiti (27 : X) kg
mandarina. Kako je razlika u kilogramima 1 kg, to slijedi jednacina:

24 27 Y o po 0 20 00

Py T 1. RjeSavajuci ovu jednacinu, dobijamo:
240 27 30 27 3
———==1>>—-——==1 > ==1 = x=3.
8x X X x X

Dakle, cijena 1 kg mandarina prije sniZenja bila je 3 eura.

Vi razrc_ed

. Clanovi matemati¢ke sekcije u jednoj skoli dogovorili su se da za vrijeme
praznika svaki od njih napiSe po jednu razglednicu ostalim ¢lanovima.
Koliko je bilo ¢lanova u toj sekciji ako je napisano ukupno 342 razled-
nice?



24 Dijagonala

2. U pravouglom trouglu ABC tacka D je podnozje hipotenuzine visine, a
tacke E 1 F su sredine kateta AC 1 BC. Dokazati da tacke: C, D, E1i F
pripadaju istoj kruznici.

RjeSenja:

1. Ako je u matematickoj sekciji bilo n u€enika, onda je svaki poslao pon —1
razglednicu, $to iznosi ukupno: n - (n— 1)=342. Kada broj 342 rastavimo
na proste ¢inioce, mozemo zakljuciti da je 342 = 1819, a iz toga slijedi da
je n=19. Znac¢i, matematicka sekcija je imala 19 ¢lanova.

2. Duz EF je srednja duz AABC pa je EF || AB 1 CD L EF. Kako je FS || AB
1 F sredina BC, to je FS srednja duz ABCD, odnosno S je sredina duzi CD
1 EF, pa slijedi da je EF simetrala duzi CD. Centar kruznice opisane oko
pravouglog trougla EFC je tacka O — sredina hipotenuze EF. Kako je OC
teziSna duz pravouglog trougla FCE, to je OE = OF = OC. Pri tom je tacka
O na simetrali duzi CD, te je OD = OC. Kona¢no, OE = OF = OC = OD,
tj. tacke C, D, E, F su na jednakom rastojanju od tacke O, pa pripadaju
istoj kruznici.

@
E

VIll razred

I najveci i najduzi put krece se prvim korakom — samo hrabro!

1. Da li postoje brojevi X,y,z za koje je vrijednost izraza x% + y? + z2? —
Xy — yz — ZX negativna?

2. Dat je pravougli trougao ABC, gdje je C tjeme pravog ugla, a D podnozje
hipotenuzne visine. Neka sur, r; ir,, redom, poluprecnici krugova upisa-
nih u trouglove ABC, ACD 1 BCD. Dokazati dajer; + r, + r = CD.
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1.

RjeSenja:

Iz o¢igledne nejednakosti (x — y)? = 0 slijedi

x? — 2xy + y? > 0, pri éemu jednakost vazi samo u sludaju x = y.
Na isti na¢in dobijamo 1 nejednakosti:

y2—2yz+22>01i z?—2xz+x*=0.

Sabiranjem ove tri nejednakosti dobijamo:

2x% + 2y% + 2z% — 2xy — 2xz — 2yz = 0.

Dakle, ne postoje brojevi x, y 1 z za koje je vrijednost datog izraza
negativna.

Tacka D dijeli hipotenuzu AB na duzi BD =x1 AD =y.

U svakom pravouglom trouglu poluprec¢nik kruga upisanog u trougao
a+b-c

2

racuna se po formuli r = (a,b — katete, c — hipotenuza).

Primjenom ove formule na trouglove ABC, ACD i BCD dobija se:
a+b—c+h+y—b+h+x—a
2 2 2

r+r;+r, =

_atb—-x—-y+h+y—-b+h+x—a
= > =

h = CD.

. Jedno tjeme kocke 1 centri triju strana kojima je to tjeme zajednicko,

tjemena su trostrane piramide. Odrediti zapreminu piramide.

U centru sobe su macka i 10 miseva: 9 crnih (oznacenih brojevima 1 do 9)
1 jedan bijeli mi$ (oznacCen brojem 10). MiSevi tr¢e u krug, stalno u istom
smjeru, ne mijenjaju¢i medusobni redosled (1, 2, 3,...,9, 10). Macka lovi
miseve jednog po jednog 1 svaki put kada ulovi jednog misa, propusti 4
sledec¢a, a petog ulovi. Ispostavilo se da je bijeli mi§ poslednji ulovljen.
Koji je mi$ prvi ulovljen? Kada odredis koji je mi$ prvi ulovljen, taj broj
je duzina poluprecnika baze valjka, dok je visina valjka broj predzadnjeg
ulovljenog misa iz rjeSenja prethodnog zadatka. Odrediti ugao koji gradi
dijagonala osnog presjeka tog pravog valjka sa ravni baze.
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1

RjeSenja: D1 Cy
[]
]
1
Aa i B1
]
K

PN
: |' .?‘: ‘i
‘ P BN

D i -‘

K EEEEE S “1#C
o sé&-""
A * 5

Posmatrajmo kocku ABCDA;B;C;D; 1 piramidu ¢iji je vrh, recimo tjeme
C. Boc¢ne ivice piramide CTKS, koje polaze iz tjemena C (CT, CS i CK)

jednake su polovini dijagonale strane kocke (d = av/2), odnosno, ivica
. V2

jeb= a—-.
Osnovne ivice piramide ST, SK i TK, koje su nastale spajanjem centara
dviju strana kocke su srednje linije trouglova (npr. u trouglu CAB; je TS
srednja duz, pa je jednaka polovini dijagonale AB1) Sto znaci da su i one
jednake polovini dijagonale strane kocke. Stoga je piramida CTKS

. V2oL bV2 . . 1 1
tetraedar stranice b = a—, visine H =—1 zapremine V = 3 B-H= 3

V3
PV BE 1V e
4 V3 12 (az) T 24

Pretpostavimo da je macak prvo ulovio misa broj 1. Tada je redosled po
kome lovi miseve: 1, 6, 2, 8, 5, 4, 7, 10, 3, 9, pa je poslednji pojedeni mis
crn. Ako je prvi pojedeni mis broj 2, tada redosled izgleda ovako: 2, 7, 3,
9,6, 5,8, 1,4, 10, a to znaci da je poslednji pojedeni mi§ upravo bijeli.
Jasno je da je to i jedini takav slucaj (dokazati). Dakle, prvi pojedeni mis
je imao broj 2. Dalje, znaci da je poluprecnik osnove valjka 2 c¢m, a visina
4 c¢m (broj predzadnjeg ulovljenog misa). Kako dijagonala osnog presjeka
valjka sa precnikom R = 4 ¢m i visinom H = 4 ¢m formira pravougli
trougao 1 posto su katete iste duZine, lako je zakljuciti da je ugao 45°.

Vanja Purdi¢-Kuzmanovié, Milan Rosandi¢, Vladan Boskovié,
JU OS ,,Oktoih*, Podgorica

Nagradni zadatak sa naslovne strane:

Odrediti cifre Ai B i prirodan broj N, tako da vazi jednakost.
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PRIPREMA ZA CAS

Skola OS ,.Dusan Bojovi¢”, Niksi¢
Predmet Matematika
Razred VI

Obrazovno — vaspitni
ishod

Ucenik ¢e moci da rijesi jednostavnije
tekstualne zadatke (rijesi jednostavnije
prakticne probleme iz svakodnevnog Zivota
primjenjujuci NZD i NZS)

Nastavne metode

Monoloska, dijaloska, demonstrativna

Oblici rada

Grupni rad, Frontalni rad

Nastavna sredstva

Nastavni listi¢i, hamer papir

Nastavnik

Radojica Kovacevi¢

UVODNI DIO CASA (10 min)

Nastavnik rasporeduje ucenike u grupe A, B, C, D, E;
Provjerava da li su u€enici razumjeli koji je njihov zadatak;
Upoznaje ucenike sa pravilima rada (prilog 1);

Odgovara na pitanja koja postavljaju ucenici.

GLAVNI DIO CASA (30 min)

e Ucenici dobijaju nastavni listi¢ sa zadacima za svoju grupu 1 timski
rade zadatke. Nastavnik nadgleda rad grupa, postavljanjem dodatnih
pitanja pomaZze pri rjeSavanju problema, odgovara na postavljena pi-

tanja.

e Ucenici kada rijeSe zadatke, ispisuju ih na hameru sa postukom rjesa-
vanja. PiSu Sto krupnije kako bi bilo vidljivo ostalim grupama kada
budu prezentovali rad svoje grupe. (12 min)

e Vode grupe prezentuju svoj rad pred tablom. Dok neka grupa prezen-
tuje svoj rad ostale grupe zapisuju, komentariSu 1 traze pojaSnjenja.

(18 min)
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Nastavni listici

Grupa A

1. U radnju su stigle nove loptice za tenis i njihov broj je izmedju 724 i 732.
One su bile upakovane u kutije po 4 komada. Koliko je stiglo loptica? A
koliko kutija?

2. Obim prednjeg tocka traktora je 21 dm, a zadnjeg 33 dm. Odrediti najmanji
put koji traktor mora da prede da bi oba toCka napravila cijeli broj obrtaja.

Grupa B

1. U svakoj kutiji upakovano je po 8 $nalica. Koliko je ukupno $nalica, a
koliko kutija ako znamo da je ukupan broj Snalica ve¢i od 948, a manji od
9557

2. Autobusi A 1 B krecu iz iste polazne stanice u 5 4 i rade do 23 4. Voze
razli¢itim linijjama. Prvom autobusu treba 50 minuta, a drugom 75 minuta
da se vrati u polaznu stanicu. U koje vrijeme ¢e autobusi A 1 B polaziti sa
stanice u isto vrijeme tokom radnog dana?

Grupa C

1. U prodavnicu igracaka su stigli klikeri 1 njihov broj je bio izmedju 2000 i
2050. Oni su bili upakovani u kesice po 25 komada. Koliko je stiglo kli-
kera? A koliko kesica?

2. Tri konopca duzine 96 m, 144 m 1 180 m treba izrezati na jednake djelove.
Kolika je najve¢a moguca duZina jednog takvog dijela? Koliko ima uku-
pno tih manjih djelova?

Grupa D

1. U knjizaru su stigle knjige, a njihov ukupan broj je bio veci od 3850, a
manji od 3860. Knjige su dostavljene u kutijama po 9 komada. Koliko je
stiglo knjiga, a koliko kutija?

2. U gajbi ima 240 jabuka, 280 kruSaka 1 320 banana. Koliki je najveci broj
korpi koje se mogu napuniti tim vocem, tako da u svakoj bude jednak broj
jabuka, krusaka, banana? Koliko ima jabuka, koliko krusaka, a koliko ba-
nana u jednoj korpi?

Grupa E

1. Ucenici jedne Skole posli su na eskurziju autobusima u kojima je bilo po
25 ucenika. Da li je na eskurziji moglo biti: a) 755, b) 850, ¢) 920 ucenika?

2. Potrebno je 250 plavih, 350 crvenih 1 400 Zutih loptica upakovati u kutije,
tako da u svakoj kutiji bude jednak broj plavih, crvenih 1 zutih loptica. Koji
je najvedi broj kutija u koje ih mozemo upakovati? Koliko je plavih, koliko
crvenih, a koliko zutih loptica u jednoj kutiji?
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ZAVRSNI DIO CASA (5 min)

e Nastavnik zadaje ucenicima domaci zadatak.
Prilog 1:

Pravila rada u grupi:
1. Jedino voda grupe moze nastavniku postaviti pitanje.

2. Ne ometati druge grupe u radu.

3. Voda bira ko ¢e iz grupe prezentovati rezultate na tabli, ukoliko se grupa
ne dogovori.

4. Ucenik koji izade pred tablu, sa sobom ¢e ponijeti hamer sa ispisanim
postupkom rjesenja zadataka.

5. Ukoliko neka grupa zavrsi prije isteka vremena predvidenog za izradu
zadataka, dobija zadatke druge grupe.

Prilog 2: (rjeSenja zadataka)
Grupa A

1. Broj loptica je 728, a broj kutija je 182.

2. Rjesenje je NZS (21, 33) = 231. Najmanji put koji traktor treba da prede
je 231 dm.
Grupa B

1. Broj $nalica je 948, a broj kutija je 237.

2. Rjesenje je NZS (50,75) = 150. Za 150 minuta ¢e autobusi polaziti sa
stanice u isto vrijeme ili za 24 30 min. Zajednicki polasci sa autobuske su:
5h;7:30; 9 h; 11:30; 14 h; 16:30; 19 A1 21:30.

Grupa C

1. Broj klikera je 1025, a broj kesica je 81.

2. Rjesenje je NZD (96,144,180) = 12. Ukupno, manjih djelova je 12, a
duzine tih djelova su 8,12 1 15.

Grupa D

1. Ukupno ima 3852 knjiga, a broj kutija u kojima su stigle knjige je 428.

2. Rjesenje je NZD (240,280,320) = 4. Broj korpi je 40. U jednoj korpi ima
6 jabuka, 7 krusaka 1 8 banana.

Grupa E

1. Odgovor je pod b).

2. Rjesenje je NZD (250,350,400) = 50. Broj kutija je 50. U jednoj kutiji ima
5 plavih, 7 crvenih i 8 zutih loptica.



ZENE U MATEMATICI

(I dio)

noge studije su pokazale da Zene u STEM oblastima manje objavljuju,

da su manje plac¢ene za svoja istrazivanja i da ne napreduju u karijeri u
odnosu na muskarce. Statisticki gledano, manje od 30% svjetskih istrazivaca
¢ine Zene. Smatra se da su one zene koje su uspjele 1 bile izuzetak, u pretezno
muskoj nau¢noj zajednici kroz istoriju, poticale iz imuénih porodica. Problem
je bio i ostao u obrazovnom sistemu. Zene iz imuénih porodica imale su prili-
ku da se skoluju od kuée. Sve do 20. vijeka nije im bilo omoguéeno da studi-
raju na univerzitetu. Pitanje je koliko Zena - genijalki je ovako onemoguceno
da iskazu svoj talenat?

Zene su osjetljive, pa treba da se bave umjetno$éu, a muskarci racionalni,
pa zasluzuju da se bave naukom. Ovo je velika zabluda koja je u zapadnu ci-
vilizaciju dosla pod uticajem Aristotela koji je vjerovao da su zene podlozne
muskarcima. Za razliku od njega, Platon je bio otvoren za potencijalnu jedna-
kost muskaraca i zena, navodeci da zene nijesu jednake muskarcima u pogle-
du snage i vrline, ve¢ su jednake muSkarcima u smislu racionalnih i profesi-
onalnih sposobnosti. Izvori kazu da je i sam Pitagora bio neobi¢no napredan
u svojim stavovima prema zenama, od 235 poznatih ¢lanova Pitagorine $kole
(Pitagorejaca), 17 su bile Zene. Najpoznatija je Teano, za koju se smatra da je
bila Pitagorina Zena. Za Teano se kaze da je prva poznata matematicarka. Na
osnovu sacuvanih radova, vjeruje se da je radila na Zlatnom rezu 1 Zlatnom
pravougaoniku.

Teano

e . Kazu da je medu pitagorejcima bilo mnogo Zena. Svi
- o su zivjeli u jednoj zajednici i sve objavljivali pod Pitagori-
; nim imenom, tako da je tesko odrediti autora. Negdje u 5.
vijeku p.n.e. u Gr¢koj je zivjela Teano, Pitagorina zena. S
dvije kéerke je odrzavala pitagorejsku Skolu nakon Pitago-
rine smrti. Pisala je rasprave o matematici, fizici, medicini
1 djecijoj psihologiji. Smatra se da joj je najvaznije djelo Princip zlatne sredine.
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Hipatija (370 - 415 p.n.e.).

Prva zena za koju se sa sigurnoS$¢u moze reci da je dala
vazan doprinos razvoju matematike bila je Hipatija. Njen
otac Teon slovio je za najucenijeg Covjeka tog doba. Bio je
poznat kao naucnik i profesor matematike na univerzitetu
u Aleksandriji. Kako je odrastala, sve viSe se zanimala za
matematiku i astronomiju. Uz Teonovu pomoc¢, postala je i
vrsna govornica. Ljudi su dolazili iz drugih gradova da je slusaju i uce od nje.
Mnogi istoricari prepoznaju Hipatiju ne samo kao matemati¢arku i naucnicu,
nego i kao filozofa i zenu velikog znanja. Napisala je komentare na poznata
djela: Diofantovu Aritmetiku 1 Apolonijeve Kupine presjeke. Najpoznatiji je
njen rad o konusnim presjecima (presjeci kupe i ravni). Takav koncept doveo
je do ideje o hiperbolama, parabolama i elipsama.

Emilie du Chatelet (1706 - 1749)

Ova francuska fiziarka i matematicarka Zzivjela je i
radila u razdoblju prosvjetiteljstva. Iako je zivjela u vre-
menu kada Zenama nijesu bila otvorena vrata visokog
obrazovanja, zavrsila je studije 1 uestvovala u naucnim
diskusijama svog vremena. Godine 1740. objavila je knji-
gu o filozofiji i nauci Institutions de Physique, a kasnije
je prevela i komentarisala Njutnovo djelo Principia Mat-

rad objavila pariSka Akademija.

Maria Agnesi (1718 - 1799)

Italijanska matematicarka, filozofkinja i teoloskinja,
Maria Gaetana Agnesi, prva je zena koja je imenovana
profesoricom na jednom univerzitetu 1 prva Zena autorka
jednog matemati¢kog priru¢nika. Najpoznatije joj je dje-
lo Osnove analize za upotrebu italijanskoj omladini, $to

je prva knjiga koja raspravlja i o diferenci- T
jalnom 1 integralnom ra¢unu. Maria Gaetana e :
.. . .o . . . (/ " %‘ \_
Agnesi je najpoznatija po krivoj koja se zove e A
o vy o 00 o o 5. o N / lt £ Il 13
,, Vjestica iz Agnezije”, krivoj koja je u obli- | -~ N L e
ku zvona. ) *
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Marie Sophie Germain
(1726 - 1821)

Bila je Zena srednje klase koja je protivno Zelja-
B ma svojih roditelja i socijalnim predrasudama postala
"8 poznata matemati¢arka. Proglo je dosta vremena dok
se njena matematicka dostignuéa nijesu pocela cije-
niti. Cini se da joj se ¢ak ni danas ne daje dovoljno
priznanja za doprinose u teoriji brojeva 1 matematic-
koj fizici, samo zato Sto je Zena. Njeno zanimanje za
matematiku pocelo je tokom Francuske revolucije, kada je imala 13 godina.
Vecinu vremena provodila je u ocevoj knjizari, gdje je jednog dana naisla na
knjigu u kojoj je opisana legenda o Arhimedu - legenda koja govori o tome
kako je tokom opsade njegovog grada Arhimed bio toliko zamisljen nad svo-
jim crtezom u pijesku da je zaboravio odgovoriti na pitanje rimskog vojnika,
Sto ga je kostalo Zivota. Ako je neko toliko zamisljen nad nekim problemom
da ignoriSe pitanje vojnika i zato umre, tada taj problem mora biti zanimljiv,
mislila je. Nakon toga je pocela svoje studije matematike. Na pocetku je ucila
matematiku iz knjiga iz oCeve knjizare. Njeni roditelji smatrali su kako je to
neprikladno za Zenu i Cinili su sve kako bi je odvratili od toga. Roditelji su
napokon shvatili koliko je jaka njena strast za matematikom, pa su joj dopu-
stili ucenje. Kada je Sophie imala 18 godina, u Parizu je otvorena Ecole Po-
Iytechnique, ali je zenama bilo zabranjeno pohadanje. Sophie je ipak uspjela
nabaviti neke zabiljeske iz kojih je onda ucila. Tako je bila u moguénosti uciti
od najuspjesnijih matemati¢ara onog vremena. Najvise ju je zanimao rad J. L.
Lagranza. Na kraju semestra je, pod pseudonimom M. LeBlanc, predala svoje
biljeske Lagranzu. On je bio odusevljen i htio je upoznati studenta koji je to
napisao. Jako se iznenadio kada je shvatio da je rije¢ o Zeni, ali prepoznao je
njene mogucnosti 1 postao joj mentor. Nakon toga usla je u krug naucnika 1
matematic¢ara. Drustvo je prihvatalo da se zena iz aristokratskih krugova bavi
naukom i matematikom, no Sophie je bila iz srednjeg staleza pa se to na nju
nije odnosilo. Godine 1804. pocela se dopisivati s njemackim matemati¢arom
Karlom Fridrihom Gausom. Zanimao ju je njegov rad iz teorije brojeva pa mu
je poslala neka svoja rjeSenja, takode pod pseudonimom da bi prikrila svoj
identitet. Sve do 1807. Gaus nije znao ko je zapravo M. LeBlanc. Bio je jako
iznenaden kad je shvatio da je to zena. Njen rad o teoriji elasti¢nosti pokazao
se vrlo vaznim, a nagrada Akademije ju je svrstala medu najbolje matemati-
¢are onog vremena.
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Engleska matemati¢arka Augusta Ada Bajron King,
Countess of Lovelace priznata je i poznata kao prva kom-
pjuterska programerka. Naime, za vrijeme saradnje sa
Charlesom Babbageom, ,,ocem kompjutera®“, koji je svo-
jom analitickom masinom postavio prve temelje informa-
tike, Ada je opisala metodu racunanja niza Bernulijevih
brojeva. To je prvi kompjuterski program uopste. Njoj u

| Augusta Ada Byron King
\ a‘gﬁ' (1815 -1852)
&

Cast nazvan je programski jezik Ada. Njen otac bio je poznati pjesnik Lord
Bajron.

Florence Nightingale
(1820 -1910)

| Florens Najtingejl bila je engleski socijalni reformator,

statistiar 1 osniva¢ moderne obuke 1 teorije medicinskih
sestara. Ona je znacajno smanjila stopu smrtnosti tokom
Krimskog rata poboljSanjem higijene 1 Zivotnog standar-
* | da. Medunarodni dan medicinskih sestara obiljezava se na
njen rodendan.

Nightingale je bila pionir u statistici. Predstavila je
svoju analizu u grafickim oblicima kako bi olakSala izvlacenje zaklju€aka 1
aktivnosti iz podataka. Poznata je po koriS¢enju dijagrama polarnog podrucja,
koji se naziva i dijagram slavujeve ruze, §to je ekvivalentno modernom kruz-
nom histogramu. Ovaj dijagram se jo$ uvijek redovno koristi u vizuelizaciji
podataka.

Mary Everest Boole (1832- 1916)

Meri Everest Bul bila je samouka matematicarka koja
.’., je najpoznatija kao autor didaktickih radova iz matemati-

ke, kao $to su Filozofija 1 Zabava algebre, 1 kao supruga
kolege matemati¢ara Dzordza Bula. Njene progresivne
ideje o obrazovanju, izlozene u Pripremi djeteta za nauku,
ukljucivale su podsticanje djece da istrazuju matematiku
kroz aktivnosti kao S§to je Sivenje krivih uz upotrebu ka-
rata za Sivenje, koje je kao dijete otkrila kao vid zabave.
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Vjerovala je da se svi temeljni pojmovi u svemiru mogu izraziti pomocu bro-
jevaisimbola. Njen zivot je interesantan za feministkinje kao primjer kako su
zene napravile karijeru u akademskim krugovima.

Sofia Vasilyevna Kovalevskaya
(1850 - 1891)

Jos jedna poznata matematicarka bila je Sofija Va-
siljevna Kovalevska. Njene matematicke sposobnosti
pokazale su se kada je imala 13 godina. Porodica se
preselila iz Sankt Peterburga na seosko imanje, a kako
nije bilo dovoljno tapeta za zidove, na zidove njene
sobe lijepili su lekcije Ostrogradskog, koje je njen otac
predavao u mladosti. Vremenom je pocela da shvata
Sta je na zidu. Njen ujak Pjotr Vasiljevic Krukovski, takode je zasluZan za nje-
no interesovanje za matematiku. Toliko je voljela matematiku, da je sve ostalo
zanemarila. Voljela je da putuje, a da bi otputovala u inostranstvo morala je da
se uda. Udala se za Vladimira Kovalevskog sa 18 godina i otputovala s njim u
Njemacku. Prvo je upisala Univerzitet u Hajdelbergu, a zatim je otiSla u Ber-
lin, gdje joj je predavao Vajerstras. Poslije Cetiri godine rada sa VajerStrasom,
Univerzitet u Getingenu dodijelio joj je doktorat summa cum laude. Vratila se
u Sankt Peterburg, ali tamo nije mogla niSta da postigne jer je Zensko odjelje-
nje za nauku zatvoreno. Krajem 1883. Gosta Mitag-Lefler, koji je takode bio
student Vajerstrasa, pozvao ju je u Stokholm, gdje je dobila posao docenta, a
ubrzo 1 profesora na univerzitetu. Bila je urednica matematickog casopisa Acta

.....

svijetu. Bavila se ozbiljnim nau¢nim studijama, ali je pisala i romane, pjesme,
drame. Mnogima je njena sklonost poeziji i matematici bila neobi¢na. Ali, ona
je to objasnila rije¢ima: ,,Ne moze§ biti matematicar ako nijesi istovremeno 1
pjesnik*“. Njen najvazniji naucni rad bio je potpuno rjesenje problema rotacije
krutog tijela oko nepokretne tacke. Za ovo djelo je, 1886. godine nagradena
nagradom Prik Bordin, Francuske akademije nauka. Bavila se sa uspjehom
diferencijalnim 1 parcijalnim jednacinama.

Nastavak u sljede¢em broju...

Aleksandra-Ana Popovi¢ Vukovié,
JU ,,Srednja mjeSovita Skola”, Golubovci



NOVA SKOLA U PODGORICI

Kl(-)lmpanija Bemax 1 porodica Ubovi¢ zavrsili su 1 predali na koriS¢enje
ovu osnovnu $kolu u ToloSima u Podgorici ¢ime su jo§ jednom pokazali
da su drustveno - odgovorni. Ministarstvo prosvjete Crne Gore je saopstilo da
je naziv nove Skole Javna ustanova Osnovna §kola ,,Novka Ubovi¢”. Skola
je dobila ime po uglednoj nastavnici matematike, koja je cijeli svoj radni vijek
provela u jednoj §koli - OS ,,Savo Pejanovié” u Podgorici, gdje je 40 godina
prenosila matematicka znanja brojnim generacijama ucenika.

Skola je projek-
tovana za 1 200 uce-
nika, a u njoj je 15
mati¢nih, 5 predmet-
nih, dvije ucionice za
informatiku 1 5 speci-
jalizovanih ucionica
sa pripadajuéim ka-
binetima. Ugradena
je najsavremenija ter-
motehnicka, elektro -
1 druga instalaciona
oprema a Skola po-
sjeduje 1 lift 1 toalete
za osobe smanjene
pokretljivosti. Fiskulturna sala predvidena je za odigravanje rukometnih, ko-
SarkaSkih 1 odbojkaSkih utakmica, a kapacitet tribina je 494 mjesta. Na krovu
fiskulturne sale uradeno je igraliste, a u krugu Skole izgradena su 1 dva sport-
ska terena 1 trim staze. U krugu Skole postavljen je 1 urbani mobilijjar, klupe i
¢esme. Sacuvana su viSedecenijska stabla borova, a prostor je dodatno ople-
menjen novim sadnicama sa ugradenim sistemom za navodnjavanje.

Donacija vrijedna 7 miliona eura, kompanije Bemax i porodice Ubovi¢ je
u znak sjecanja na istaknutu profesoricu matematike Novku Ubovi¢, dobitnicu
najvecih priznanja u oblasti obrazovanja: nagrada ,,Oktoih”, ,,Iskra”, plakete
pokreta ,,Nauku mladima”. Novki je posthumno dodijeljeno najvece prizna-
nje Glavnog grada, nagrada ,,19. decembar”, za zapazene rezultate u oblasti
prosvjete, obrazovanja i1 vaspitanja generacija u¢enika Podgorice. Za zaslu-
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ge u radu nasla se 1 u dvijema najznacajnijim crnogorskim monografijama o
prosvjetnim radnicima - Licnosti crnogorske prosvjete 1 Dobitnici nagrade
Oktoih.

Novka Ubovié rodena je 1938. godine u Zagredi, nedaleko od Danilovgra-
da, kao trece po redu od devetoro djece. Kad joj je bilo pet godina porodica
se preselila u Markovinu nedaleko od Ceva. Novka je ostala da Zivi u Zagredi
kod majcinih roditelja, gdje je zavrSila Cetiri razreda osnovne Skole, a preo-
stala Cetiri u Danilovgradu. Tesko joj je padalo svakodnevno pjesacenje a po-
sebno povratak iz Danilovgrada do Zagrede. U Titogradu je ucila Gimnaziju,
a zatim je u Splitu, upisala trogodi$nju Visu pedagosku Skolu. Da bi obezbi-
jedila kakvu — takvu egzistenciju, morala je da se bavi raznim poslovima, jer
na znacajniju pomo¢ od roditelja nije mogla racunati, buduci da je pored nje
trebalo Skolovati jo§ osmoro djece. Najvise su joj pomagali iz Splitskog na-
rodnog kazaliSta gdje su je angazovali da radi na ulazu, u garderobi i sali kao
1 da pomaze na pripremanju i odrzavanju odjece za glumce i balerine. Tom
prilikom naucila je da i sama ponesto sasije 1 za glumce i za sebe.

Novka Ubovi¢ je bila tatna 1 odgovorna, sa veoma kvalitetnom komuni-
kacijom sa svojim ucenicima, njihovim roditeljima i svim kolegama. Na znak
Skolskog zvonca bila je prva u ucionici, a ¢as je precizno matematicki koristila
do posljednje sekunde na prikladan nacin, kako bi matematika ucenicima bila
interesantna i zabavna. Sa Citkim 1 urednim pripremama koleginica Ubovi¢ je
bila, a i danas je, primjer mnogim svojim kolegama. Posebno se isticala u do-
datnom radu sa talentovanim matematic¢arima sa kojima je osvojila brojne na-
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grade na takmicenjima, ali nije zapostavljala
ni one kojima je matematika slabije ,,iSla”.
Bila je humana te je ucenike pripremala kuci
bez ikakve nadoknade, a znala je da pomo-
gne 1 socijalno ugrozene ucenike. Svojim
ucenicima bila je i prijatelj koji te savjetu-
je da lijepo govoris, pises, ucis, a i roditelj
koji ti ukazuje vaznost vaspitanja, pokazuje
kako da budes§ odgovoran, vrijedan, da po-
Stujes druge. Tac¢nost i odgovornost, te rad
bez dana bolovanja, a od inspekcija uvijek
najbolje ocjene, glavne su odlike Novkinog
viSedecenijskog rada u skoli na koje bi tre-
balo da se ugledaju mladi nastavnici.

Znala je da zaduzi najbolje ucenike da sastave zadatke za drugove iz odje-
ljenja koji su odgovarali za dvojku. Vjerovala je u mlade ljude od kojih je
trazila da razmisljaju. Najkomplikovanije stvari objasnjavala je na najjedno-
stavniji nacin, a od ucenika je zahtijevala kontinuiran rad. Tokom priprema za
takmicenje iz matematike, po rije¢ima njenih matematickih prvaka, Novka je
kupovala ¢okoladu i banane, jer su po njoj, bile dobre za koncentraciju. Od
svih u€enika je izvlacila maksimum, narocito u dijelu da sami postepeno dodu
do rjeSenja na tabli.

Novka je po svemu imala poseban odnos sa ucenicima, zahvaljujuéi is-
kljucivo predanom radu. Njeni savjeti pronalazili su mjesto u raznim zZivotnim
segmentima njenih ucenika, a isticao se narocito savjet da ¢e matematika ite-
kako trebati u zivotu. Od svih je zahtijevala posvecenost u¢enju i obrazovanju
1 davala maksimum da pripremi ucenike za nastavak Skolovanja.

Za kraj ovog teksta evo kako su u€enici osmog razreda pisali svojoj omi-
ljenoj nastavnici matematike — Novki Ubovic.

,Draga nasa nastavnice na kvadrat i razredna na kub! Volimo Vas kao kva-
dratnu jednacinu sa dvije nepoznate! Vi ste Pitagorina teorema nasih Zivota
1 naSih srca. A kad se rastanemo, bi¢emo udaljeni od Vas kao periferni ugao
od centra. Po cio dan ¢emo vrsiti zamisljenu rotaciju oko vas. Vase srce ¢emo
uvijek izvlaciti pred zagradu. A sjec¢anje na ljubav koju ste nam poklanjali
stalno ¢e nas dizati na kvadrat. I ne pomisljajte da nekome od nas ostavite
nedovoljnu ocjenu iz matematike, jer bi Vas, u tom slucaju, rastavili na proste
¢inioce!

Vase VIII,, dignuto na kub, gledano iz kose projekcije.”



DONACIJE UNMCG

(nastavak projekta ,,Matematika +")

druZenje nastavnika matematike je na konkursu,Darovit/a sam - podr-

Zite me” prosle skolske godine dobilo sredstva i odobrenje od Ministar-
stva prosvjete Crne Gore da u Podgorici, Beranama, Bijelom Polju i NikSi¢u
realizuje projekat ,Matematika +" koji je namijenjen nadarenim matemati-
carima iz osnovnih skola.

Prvi dio projekta je realizovan u vidu 10 radionica u periodu od februara
dojuna 2022. godine, a drugi dio projekta predviden je za prvo polugodiste
ove skolske godine. Bice organizovano jo$ 10 radionica po 90 minuta i to
u Podgorici za ucenike VI, VII, VIIl i IX razreda, a u Beranama, Bijelom Polju i
Niksi¢u za VI i IX razred.

Pozivamo talentovane ucenike osnovnih $kola iz navedenih opstina da
se prijave svojim nastavnicima matematike za uces¢e u projektu ,,Mate-
matika +". Predavanja ¢e drzati profesori matematike koji su ¢lanovi naseg
Udruzenja. Radionice za ucenike su besplatne, a svako dijete ¢e dobiti po

Sastanak u OS ,,Dusan Kora¢” u Bijelom Polju
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Sastanak u OS ,,Vuk Karadi¢” u Beranama

V | | besplatna primjerka Dijagonale. Kolege iz nave-
denih gradova mogu prijaviti svoje talentovane
ucenike za nove radionice, putem maila UNMCG.

UNMCG je dalo donacije u vrijednosti od po
400 eura Skolama u kojima su se odrzavale radi-
onice za projekat “Matematike +" i to osnovnim
Skolama ,,Radojica Perovi¢” u Podgorici i ,Milija

| Nikcevi¢”u NikSi¢u nov-
cane donacije, ,,Dusan
Kora¢” u Bijelom Polju
laptop a ,Vuk Karadzi¢” [+
u Beranama kompjuter
i Stampac.

Donacije u Berana-
ma i Bijelom Polju su
urucili predsjednik UNMCG Radomir Bozovi¢ i
¢lanica Upravnog odbora Danijela Jovanovi¢, koji
su tom prilikom razgovarali sa profesorima ma-
tematike u tim gradovima o radu Udruzenja i o
nastavi matematike uopste.

Donacija u Bijelom Polju

Donacija u Beranama
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SPISAK PRVIH 5 UCENIKA KOJI SU TACNO RIJESILI NAGRADNI ZADATAK
SA NASLOVNE STRANE IZ PROSLOG BROJA DIJAGONALE:
1. Anja Rajovi¢, u¢enica VIII-3, JU OS ,Milan Vukoti¢” - Golubovci
2. Strahinja Terzi¢, u¢enik VIII-5, JU OS ,Vlado Mili¢” - Podgorica
3. Jakov Raicevi¢, u¢enik VI razreda, JU OS,Milorad Musa Burzan” - Podgorica
4. Tamara Kovacevi¢, u¢enica VIII-6, JU OS ,Radojica Perovi¢” - Podgorica
5. Sara Radovanovi¢, u¢enica VII-1, JU OS ,Marko Miljanov” - Bijelo Polje

Redakcija casopisa sve njih nagraduje besplatnim primjerkom nove Dijagonale.

Stampanje ovog broja pomogli su:

m:tel
Imate prijatelje! BEInNAs<s

DOMEN d.o.0. BEMAX d.o.o.
PODGORICA MTEL d.o.0. - PODGORICA PODGORICA

HVALA NASIM PRIJATELJIMA!

Urednistvo poziva nastavnike, u¢enike i sve ¢itaoce da nam 3alju
priloge za list: ¢lanke, odabrane zadatke, zanimljivosti, priloge za
zabavnu matematiku itd.

Dio tiraza ovog broja,Dijagonale” ¢e biti besplatno podijeljen
svim bibliotekama osnovnih $kola u Crnoj Gori.

Ovaj broj se moze kupiti u,Gradskoj knjizari" i ,Narodnoj knjizi".
Sve informacije o pretplati i porudzbini ovog i narednih brojeva
mozete naci na sajtu UdruZenja. Narudzbe slati putem mejla.

Broj ziro racuna UNMCG je 510-206991-61 kod CKB banke.
Adresa redakcije je: Ul. Gojka Berkuljana br. 20, Podgorica.
Mejl: udruznastmatem@gmail.com
www.unmcg.wordpress.com
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