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Konrpyenumje — pauyH ocraraka
AKko 0poj z HUje ajesbuB OpojeM d, a Jin je Moryhe HEKO MPaBHIIO JIHjeJbeHha

TakBUX OpojeBa y ckymy mujesnux OpojeBa? Ha mpumjep, ako aujenumo Opoj
17 ca 3, jacHo je Aa He TOCTOju 1Mo Opoj g Tako Aa je 17 =3 - g. MehyTtum,
3HaMo Jia 17 MOXeMo MOAM]eTUTH ca 3 U JOOUTH OCTaTaKk

17=3-5+2, (1)
raje je 5 KoauyHuK, a 2 ocratak. Heko he, rnenajyhu nperxoaHy jeqHakocT
YIUTATH, 3aI1TO He OW MOTJIM M3BPILIUTH JIUjEJbEHE Ca OCTATKOM Y OOJIHKY

17=3-4+5? (2)
OnroBop je — y moroopy! Kama roBopumo o AHje/bemy ca OCTATKOM,

JTOI'OBOPUJIN cmo ce ma octaTak Oyne cTporo MamH o1 octaTka. O Tome
roBopu u cienehe TBpheme.

Teopema 2: Heka cy z u d yujenu 6pojesu, npu uemy je d # 0. Tada nocmoje
jeouncmeenu yujenu Opojesu, KOTUYHUK ¢ U OCIAmMAax r, makeu od je

z=dq+rp, 0<r<l|d,.

N3 jemnakoctu (1) u (2) BUIUMO Ja KOJUYHHK M OCTAaTaK ce MOTY Ha pa3-
JMYUTE HAYWHE MCKA3aTH, aJld je TO MOryhe caMo Ha jeJJaH HauuH y3 YCJIOB
MIPETXOAHE TEOpPEME, J1a OCTATaK I 33/10B0JbaBa yciaoB 0 <r < 3.

Ipumjep 5: Heka je z npoussoman yujenu opoj. Mozyhu ocmayu npu ouje-

memy opoja z obpojem S cy y ckyny {0, 1,2, 3, 4}. YV mom cmucny, ceaxu yujenu

Opoj z mooce bumu ooauxa 5q, 5q + 1, 5q + 2, 5g + 3 u 5q + 4. 3anpaso, cxyn

yujenux bpojesa modHcemo npedcmasumu Kao (OUCJYHKMHY) YHUjY CKYynosa
Z=RoUR i URyUR3URy

2dje je Ro = {..., 15, -10, -5, 0, 5, 10, 15,...}, Ri = {..., —14, -9, —4, 1, 6,
11,.}, R =4{...,-13,-8,-3,2,7,12,...}, R: = {...,-12,-7,-2,3,8,13,...} u
Rs={...,—11,-6,-1,4,9, 14, ...} . Ose ckynoge Hazusamo Kiace ocmamaxa
no moovay 5.
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Hocwennua 1: V oonocy na oujewerve Opoja z nenynmum opojem d, ocmamax
r npunaoda ckyny {0, 1,2, ...,d —1}.

YBOIMMO BPJIO BaXKaH MOjaM.

Hepununuja 4: 3a 6pojese s u t kaxcemo o0a cy KOHZDYEeHMHU NO
Mooyny n, 3a n € N, yKoauxo 0ajy ucmu ocmamax npu ouje/verwy ca M.
To 3anucyjemo:

s=t (mod n)

AKo cy S, t KOHTPYEHTHH TI0 MOJIYJTy N, OHJa
s=qmnt+r, t=gn+r, 0<r<n.

OpnaBne cnujenu gaje s —t =(q, — q,), wro3Haun ga n | (s — t). Jla nmu
BaKU 0OPATHO, OAHOCHO, Ja U U3 n | (s — t) ciujenu na s =t (mod n)?

Hekajes=qn+nr,at=q,n+1r,,3a0<r, <n,0<r, <n. llpernocraBu-
MO J1a je, He yMamwyjyhu ommTocT, 1y > 1,. OHja je

s—t=n(q; —qz) t 1 — 13

[Tomrto n nujenu nujeBy CTpaHy HPETXOIHE JEIHAKOCTH, JHUJeNH U JIECHY.
[Momrro je n(q; — q,) OYMIIIEHO /jeJbUBO Ca N, OHJAA U 1| — 72 MOpa OUTH
njessuBo ca n. Kako je 0 <r; —r, <r; <n, gakie r; — r, jé CTpOro Mame 0]
n. Orya, n | (r; —r,) camo ako je r; —r, = 0, omHOCHO 1; = 1,. Tume je
nokasano ciezaehe TBpheme.

Jlema 3: [Jujenu 6pojesu su & cy KonepyeHmHu no MoOyLy 72 aKo U camo
ako n| (s—2)

s = ¢ (mod 7) ako u camo ako 7| (s— £).

Jlaxne, pauyHame ocTaTka Opoja s IpH IMjeJbeby ca HEKUM JaTuM OpojeM n
je y IpUHIIMITY jeJHOCTaBaH 3a/aTak. Tpeba ,,caM0” MMoAMjeIuTH Ta J1Ba Opoja
¥ U3padyHaTH OCTaTaK 1. A mra ako je s = 220123 an =5? JacHo je na ne
MO>KeMO pauyHaTH 6poj s. Crora, HoTpeOHO je JJa HCKOPUCTUMO HEKHU JAPYTH

MIPUCTYII.
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ITocmarpajmo kitace ocrataka mo Moayiy S5, nare y [lpumjepy 5. Ha npumjep
17=2 (mod 5), —7=3 (mod 5).

Kojoj knmacu ocrataka no moayity S npunana 17 - (=7)? A xojoj 17 + (—=5)?
[Tomro je 17 - (=7)=—-119,a—-119=5 - 24 + 1, jacHo je na je

17- (=7)=1 (mod 5).

C npyre ctpane, 2 - 3 =1 (mod 5), na 3akspyuyjemo 17 - (=7) =2 - 3 (mod 5)
u canyHo 17 + (=7) =2 + 3 (mod 5). /la 1u je nmpeTxoHa cuTyaluja mioj
CIIy4ajHOCTH WJIM Tocienuia Heke 3akonntoctu? Ha cpehy, pagu ce o 3ako-
HHUTOCTH KOjy 3amucyjemMo y ooauky cienehe neme.

Jlema 4: Hexka je 72 npupodan 6poj u a, b, ¢, dyujenu 6pojesu 3a koje je
a =c¢ (mod 7)), 4=d (mod n).

Onoa spujeou

atb=ctd (modn),a—b=c—d (modn), a H=cd (mod 7).

[Iperxo/Ha JeMa je KibyuHa 3a pauyHame ocrataka. CaJ MOKEMO YPaJUTH 1
OHaj ,,3aXTHjEBaH‘ 3a11aTaK pauyHama ocrtatka 2201 - 23 npu nujesbery ca 5.
Bugumo 22 =4 = -1 (mod 5), na je omariie, a Ha OCHOBY NPETXO/HE JIEME

24 =22.22=(-1)-(-1)=1 (mod 5).

Opnatie je, kopuctehu ucry nemy 2201 = 2+ (24)50 = 2- 1% = 2 (mod 5).

Kako je 23 =3 (mod 5), a 22°1 =2 (mod 5), onza je 2201-23=2-3 =1
(mod 5). Buaumo, na xopucrehu pauyn ocmamaka (KOHTpyeHIIH]e) yCIUje-
BaMO Jia pUjEeLIMMO U OHE 3aJaTKe KOJU Cy paHUje U3IJIealu ,,HEOCBOjUBU
npHje cBera 300r o0uMa padyHama.

IIpumjep 6: Heka je 72 npupooan bpoj. [okazamu Oa je najeehu 3ajednuuxu
ojenunay 6pojesan®*+ 1 u (n+ 1) + 1 wnu 1 uwu 5, me doxazamu oa je jeo-
Hak 5 ako u camo axo je 7 =2 (mod J3).

Pjememe: Heka je d = m3a(n® + 1, (n + 1)*> + 1). Tana d aujenn 6poj
(n+ 1)+ —-m*+1)=2n+1,
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Te 6poj Cn+1)-2n*+1)=n-2.
[Ipema Tome, d nujenn 2n+1)-2(n—-2)=35,
najed € {1, 5}.

Axo 6poj n maje ocratke 0, 1, 2, 3, 4 pu aujessemy ca S5, oaa 6poj n’ + 1
naje ocratke pegom 1, 2, 0,0, 2 a (n + 1)> + 1 ocrarke pemom 2, 0, 0, 2, 1.
ITpema Tome, 6pojeu n” + 1 u (n+ 1) + 1 HCTOBpPEMEHO Cy JIjeJbHBH ca 5 aKo
U caMo ako je n =2 (mod 5).

Ha xpajy oBOr KpaTKor yBo/a y KOHI'PYEHIIH]e HABOAMMO jEIHO O] HajTO3HA-
THJUX TBphewa y oBoj obnact - Many depmaoBy Teopemy.

Teopema 3: Heka je p npocm 6poj, a u yuo 6poj xoju Huje djesus ca p.
OHnoa je

uP~1 =1 (mod p).

Onwmuje, 3a cearxo w € Z spujeou wP = w (mod p).

Mpumjep 7: Hexa cy a u b npupoounu bpojesu u nexa 3a ceaxko 7 € N,
a"+ noujenu 6" + n. Jloxazamu da je a = b.

Pjememe: [IpernocTaBuMo CynpoTHO, a # b. Y TOM citydajy Mopa Outu a <
b. Heka je p mpoct 6poj Behu on b. Hexkajen=(a+ 1) (p— 1)+ 1=(a+ 1)p
— a. 3a Tako omabpaHo N, 3aKJbydyjeMo 1a je n = —a (mod p). AKo je S pu-
ponan O6poj TakaB na p | s, ouaa ciaujenu aa s = 0 (mod p), na s7= s (mod p).
VY ciy4dajy na p t+ s, Ha ocHOBY Maite @epMaoBe Teopeme, 3a CBako S € N

si=5- (s**HPtl =5.1 =35 (mod p).
3akspydyjeMo Ja 3a CBaku mpupojaH 0poj s Bpujenu s” = s (mod p), ma je
tuMe 1 @" = a (mod p) u b”" = b (mod p).
[MomTo je n = —a (mod p) oana a” —a =a”" + n=0 (mod p). Kako je b" + n
njespuB ca @' +n, onaa je b” + n =0 (mod p). Onasne je
b"+n=b+n=b—-a(modp),

0oJHOCHO P | (b — @), miTo je Hemoryhe, jep je mpocT Opoj p ogadbpaH Tako aa
p > b. IlomTo je oBa KOHTPAAUKIIH]a HacTala Kao MOCIEANIIA TPETIIOCTaBKE
naje a # b, 3akipydyjemo j1a je a = b.

(Kraj)



U svim zadacima koje smo do sada radili pisali smo kod unutar funkcije main.
Medutim, kod mozemo podijeliti u manje cjeline, takozvane funkcije 1 zatim
te cjeline pozivati iz main-a ili iz druguh funkcija. Do sada smo koristili
"gotove" funkcije iz standardnih biblioteka, na primjer sqrt, floor ili abs.
Glavna funkcija naSeg programa je main, jer izvrSavanje programa pocinje od
nje. Napisa¢emo nekoliko funkcija i pokazati kako se pozivaju.

1. Opsti oblik funkcije:

tipRezultata imeFunkcije (listaArgumenata)

{
Naredbe

}

2. Ime funkcije: pocetno slovo je malo, a zatim slijede slova, cifre ili
simbol ‘. Primjeri dobrih imena:

run
runFast
getBackground
getFinalData
compareTo
setX

isEmpty

is empty
prostil

ppl

3. Funkcija moze vracati vrijednost (engl. return value) i1 tada se u tijelu
funkcije nalazi jedna ili viSe naredbi return. Pogledajte kako su primjeru
napisane funkcije povrsinaPravougaonika, obimPra-
vougaonika, obimKvadrata, povrsinaKvadrata, broj-
Djelilaca, zbirDjelilaca 1 jeProst. Ako funkcija ne vraca
konkretnu vrijednost, tada je tip rezultata void, kao na primjer u funkciji
stampaDjelilaca. Obratite paznju da funkciju mozete pozvati iz glavne
funkcije main ili iz neke druge funkcije.
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4. Primjer:

Definicija funkcije

Tip rezultata Ime funkcije Argumenti

Zaglavie funkeiie X < <\

(Function header) —> int max (int numl, int num2) {
[ |

int result;
If (numl > num?) Lista argumenata

Tijelo funkcije , result = numl;
(Function body)

else
result = num?2;
return result -<«———— returnvalue

Primjeri funkcija
#include <iostream>
using namespace std;

// funkcija koja izracunava povrsinu pravouganika cije su duzine
stranica a i b
// argumenti (parametri) funkcije: pozitivni brojevi a i b tipa
double - duzine stranica
// rezultat: povrsina pravougaonika - realan broj
double povrsinaPravougaonika (double a, double Db)
{
double p; // promjenljiva za rezultat
p = a*b; // izracunavamo povrsinu
return p; // vracamo rezultat
}
// funkcija koja izracunava obim pravouganika cije su duzine
stranica a 1 b
// argumenti (parametri) funkcije: pozitivni brojevi a i b tipa
double - duzine stranica
// rezultat: obim pravougaonika - realan broj
double obimPravougaonika (double a, double Db)
{
double o; // promjenljiva za rezultat
o = 2% (a+b); // izracunavamo obim
return o; // vracamo rezultat
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// argumenti: duzina stranice kvadrata, pozitivan realan broj
// rezultat: pozitivan realan broj - obim kvadrata

// poziv funkcije iz druge funkcije

double obimKvadrata (double a)

{

double o;

o = obimPravougaonika(a,a); // kvadrat je pravouganik sa
jednakim stranicama

return o;

}

// argumenti: duzina stranice kvadrata, pozitivan realan broj
// rezultat: pozitivan realan broj - povrsina kvadrata
// slicno funkciji obimKvadrata, samo krace
double povrsinaKvadrata (double a)
{
return povrsinaPravougaonika (a,a);

}

// argument: pozitivan cio broj
// rezultat: pozitivan cio broj - broj djelilaca broja n,
ukljucujuci 1 i n
int brojDjelilaca(int n)
{
int i = 1, brDjelilaca = 0;
while (i<=n)
{
if (n%i == 0)
{
brDjelilaca++; // brDjelilaca = brDjelilaca + 1;
}
it+; // 1 = 1+1;
}
return brDjelilaca;
}
// argument: pozitivan cio broj n>=1
// rezultat: pozitivan cio broj - zbir djelilaca broja n, ne
ukljucujuci n
int zbirDjelilaca (int n)
{
int 1 = 2, zbirDjelilaca = 1;
while (i<=n/2)
{
if (n%i == 0)
{
zbirDjelilaca = zbirDjelilaca + i;
}
ddkg /7 4 = dardlg
}

return zbirDjelilaca;
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// argument: pozitivan cio broj n>=1

// rezultat: Stampa sve djelioce broja n, ne ukljucujuci 1 i n,
po jedan u redu

void stampaDjelilaca (int n)

{

int i = 2;
while (i<=n/2)
{
if (n%i == 0)
{
cout << i1 << endl;

}
i++; // 1 = i+1;

}

// argument: pozitivan cio broj n>1
// rezultat: true, ako je broj prost, i1ili false, ako nije prost
bool jeProst (int n)

{
int r = brojDjelilaca(n);
if (r == 2)
{
return true; // jeste prost, Jjer ima samo 2 djelioca: 1 i n
}
elfse
{
return false; // nije prost
}
}

int main ()
{

double r = 0.0;

// pozivamo funkciju povrsinaPravougaonika (engl. function
call)

// argument a dobija vrijednost 4, argument b dobija
vrijednost 5.5

r = povrsinaPravougaonika (4, 5.5);

cout << r << endl; // stampa 22

// argument a dobija vrijednost 4+5/2 tj. 6, argument b
postaje 5.5+1.5 tj. 7.0

r = povrsinaPravougaonika (4+5/2, 5.5+1.5);

cout << r << endl; // stampa 42

// moze i bez promjenljive r
int x = 3;
cout << povrsinaPravougaonika (12, x+3) << endl;
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// funkcija vraca rezultat koji se moze koristiti u izrazima
r = 10 + 2*povrsinaPravougaonika (12,5);
cout << r << endl;

cout << obimPravougaonika (20, 12) << endl;
x = 20;
cout << "Kvadrat - O="<<obimKvadrata (x) << " P=" <<

povrsinaKvadrata (x) << endl;

cout << "Broj djelilaca " << brojDjelilaca(24) << " " <<

brojDjelilaca(l19) << endl;

cout << brojDjelilaca(25) << endl;
cout << "Zbir djelilaca " << zbirDjelilaca(24) << " " <<

zbirDjelilaca(19) << endl;

cout << zbirDjelilaca (25) << endl;
cout << "Kraj" << endl;

// pozivanje funkcije koja vraca void
stampaDjelilaca (24) ;

return 0;

Zadaci za vjezbu

Napisati funkciju double promjena (double x, double a) koja
vraca broj a*x, ako je x nenegativan i a/x, ako je x negativan.

Napisati funkciju int zbirIzIntervala(int a, int b) koja
vraca zbir svih cijelih brojeva iz intervala [a,Db]

Napisati funkciju boolean pripadalntervalu (int a, int
b, int x) koja vraca true ako broj x pripada intervalu [a, b] a
false ako ne pripada.

Napisati funkciju int zbirCifara (int n) koja vraca zbir cifara
broja n.

Napisati funkciju int najvecaCifra (int n) koja vra¢a najvecu
cifru broja n.

Napisati funkciju int minMaxCifra (int n) koja vraca zbir
najvece i najmanje cifre broja n.

Napisati funkciju void print3K(int a, int b) koja Stampa
sve cijele brojeve iz intervala [a, b] koji su oblika 3k+1, za neko
cjelobrojno k.



ZADACI ZA VJEZBU

VI razred

Priprema za drugi pismeni zadatak.
Kruznica. Uglovi.

1. Odrediti komplementan ugao uglu o = 43° 25' 47".

2. Izracunati nepoznati ugao sa slike:

a) b) 110° <) a
66°
% a 44°
150 a 42°
d) e)
1020 /a
138° a 39° a

3. Nacrtati kruznicu proizvoljnog poluprecnika i na njoj tacke A, B i C.
Obiljeziti:
a) tetivu AC; b) kruzni luk CB.

4. Zbir dva ugla sa paralelnim kracima je 116°48°12”. Odrediti te uglove.
5. Koliko stepeni ima ugao koji je jednak:
a) petini svog komplementnog ugla;
b) polovini svog suplementnog ugla?
6. Ugao a je pet puta manji od sebi suplementnog ugla . Izracunati o + 2.
7. Uglovi a i B su suplementni, a uglovi i y su komplementni. Odrediti
uglove a, B 17y ako je a pet puta veéi od ugla: a) f3; b) .
8. Nacrtati prav, tup 1 oStar ugao o, 1y, a zatim konstruisati ugao 3o—2y+p.
9. Dati suuglovi oo =12°18" 1 B =33°33". Izracunati uglove:

a) 5o+ f; b) 2B — a.

10. Ugao a je jednak % pravog ugla, a ugao B je jednak % opruzenog ugla.
Uporediti uglove a1 .
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Prijedlog drugog pismenog zadatka

. Dati suuglovi a; = 92°, a; =35° a3 = 87°, a4 = 102°, a5 = 200°,

ae =360°, a; =90°, ag = 176°, 0o =2°1 0119 = 180°.

Koji uglovi su: a) pravi; b) ostri; c)tupi; d) opruzeni; e)konveksni,
f) nekonveksni; g) puni?

. Dati su uglovi o = 64° 28’ 32°° 1 § = 32° 53 15”’. IzraCunati: a) o + B;
b) a — B; c¢) komplementni ugao uglu a; d) suplementni ugao uglu .

. Zbir uglova B, v 1 6 sa slike je 206°. Koliki su uglovi a, 3, y16?

4
)Va

. Odrediti mjere uglova s paralelnim kracima ako je je jedan od njih:
a) Cetiri puta vec¢i od drugog ugla;
b) za 160° manji od drugog ugla.

. Ugao a je za E pravog ugla ve¢i od sebi suplementnog ugla. Izra¢unati

. Popuniti prazna mjesta:
50° = =
°=680" =
537 = ©
10°5°53""= .
. Dati suuglovi: @ = 29°32°43”, f = 37°28°36"". Izracunati:
a)a+pf; b)f—a; ¢c)2-a; d) f:2; e) komplementan ugao uglu a.

ugao o .

. Dvije prave se sijeku 1 obrazuju Cetiri ugla. Ako je mjera jednog od njih
46°28°32”, izraCunati mjere ostala tri ugla.

. IzraCunati mjeru ugla koji je:

a) za 1452 manji od svog komplementnog ugla;

b) 7 puta veci od svog suplementog ugla.
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5. lIzraCunati mjere uglova a 1 B predstavljenih na slici:

Ivana Draga$, JU OS ,,Dr Radoslav Jago§ VeSovi¢“, Kolasin

VIl razred

Priprema za drugi pismeni zadatak.
Nejednacine sa mnozenjem i dijeljenjem u skupu Z. Trougao.

1. Rijesiti nejednacine i rjeSenja predstaviti na brojnoj pravoj:
a) 15-2-x<-5-6, b)(3-x+2)-(—4)<-80,
c) (6—4-x)-(-2)+17<-19, d)(15-2x):(—=3)=>5-8,
e) 2~|x|—11£—1.

2. Kaoji cio broj ima svojstvo da njegova dvostruka vrijednost umanjena za
proizvod brojeva — 15 1 4 nije veca od razlike broja — 48 1 koli¢nika brojeva
48 1 12. Koliko ima takvih brojeva?

3. a)Dalipostoji jednakokraki trougao €iji je obim 32 cm, a osnovica 18 cm.

Objasniti!

b) Da li postoji trougao €iji je obim O = 53 cm, ako je jedna stranica tog
trougla 3 puta veca od najmanje stranice, a druga za 8 cm veca od
najmanje stranice tog trougla?

4. a) Ugao na osnovici jednakokrakog trougla je Cetiri puta vec¢i od ugla pri

vrhu. Izracunati uglove trougla i uporediti krak 1 osnovicu.

b) Poredati po veli¢ini stranice A ABC, ako je unutrasnji ugao kod tje-
mena B jednak 72°, a spoljasnji ugao kod tjemena A je za 52° veci od
njemu susjednog unutrasnjeg ugla.

5. Dat je A ABC. Na produZzetku stranice AB kroz tacku A 1 na produzetku
iste stranice kroz tacku B oznacene su redom tacke M i K tako da je AC =
AM i BC = BK. Odrediti uglove A MKC ako je (u A ABC) ugao kod
tiemena A jednak 60°, a ugao kod tjemena B jednak 70°.
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a) Mjerni brojevi stranica trougla su prirodni brojevi i dvije stranice su
duzina 5 cm i1 35 cm. Koliko moze iznositi duzina trece stranice ako je
djeljiva sa 7?

b) Jedan oStar ugao pravouglog trougla iznosi % drugog ostrog ugla.

IzraCunati spoljasnje i unutrasnje uglove tog trougla.

Velic¢ina tupog ugla obrazovanog bisektrisama povucenim iz tjemena na
osnovici jednakokrakog trougla je 118°. IzraCunati sve unutrasnje i spolja-
Snje uglove tog trougla. Sta je vece krak ili osnovica?

Tacke M 1 N dijele osnovicu AB jednakokrakog trougla ABC na tri jed-
naka dijela. Dokazati da je MC = NC.

Na produzecima osnovice AB jednakokrakog AABC preko tjemena A i B
uociti tacke E 1 D takve da je AD = BE. Dokazati da je DC = EC.

Dokazati da su teziSne duzi koje odgovaraju kracima jednakokrakog tro-

ugla jednake duzine.

Prijedlog drugog pismenog zadatka

a) Duzine dvije stanice trougla su 7 cm i 3 cm. Kolika moze da bude
duzina trece stranice trougla ako je ona paran prirodan broj?

b) Odrediti unutrasnje uglove trougla ABC ako je a =x+10°,
L=x+22°%y=x—-29°.

Rijesiti nejednacine i rjeSenja predstaviti na brojnoj pravoj:

a) 15+2-x>-5+14, b)3x-4): (-5 < —8:(—4).

Odrediti unutrasnje uglove jednakokrakog trougla ako simetrale uglova na
osnovici obrazuju ugao od 110°. Sta je duze, osnovica ili krak?

Unutrasnji ugao pravouglog trougla ABC je za 54° manji od susjednog
spoljasnjeg ugla. Odrediti ugao koji obrazuju visina 1 bisektrisa povucene
1z tjemena pravog ugla tog trougla.

Nacrtati ugao £xOy. Prava p koja je normalna na simetralu s tog ugla

sijeCe krake ugla u tackama E i F. Dokazati da je trougao OEF jednako-
kraki.
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a) DuZine dvije stanice trougla su 10 cm 1 16cm, a treca stranica je jednaka
polovini jedne od datih stranica. Odrediti duzinu trece stranice.

b) Spoljasni ugao na osnovici jednakokrakog trougla je 122°. Izracunati
unutrasnje uglove tog trougla 1 uporediti osnovicu 1 krak.

. Rijesiti nejednacine 1 rjeSenja predstaviti na brojnoj pravoj:
a) (9—4-x)-(-2)+22<-20, b) (4-x+3):(-5)+11<(-8)-(-1-1).
. Unutrasnji ugao f pravouglog A ABC iznosi = susjednog spoljasnjeg

ugla. Uporediti stranice A ABC.

. Veli¢ina tupog ugla obrazovanog visinama spustenim na krakove oStro-
uglog jednakokrakog trougla je 122°. IzraCunati sve unutrasnje i spoljasnje
uglove tog trougla.

. Nad stranicom BC kvadrata ABCD, sa spoljasnje strane konstruisan je
jednakokraki trougao BCE (osnovica BC). Dokazati da je trougao AED
jednakokraki.

Branka Vuji¢i¢, JU OS ,,Sutjeska*, Podgorica

VIl razred

Priprema za drugi pismeni zadatak
Kvadratni korijen. Stepeni. Polinomi.

1. Zapisati u obliku kvadrata koli¢nika: a) %, b) azbz .
yz 49c
2. Uprostiti izraze:
x%-x%x (x-y3)2 (xz-yz)2 16343
)= T b) X3y  (xy3)?2 ©) g3

3. IzraCunati brojevnu vrijednost izraza:

a) (2—%) , b) 22+ 32-52_ (7%, c)—3% + (1%)2 —(=0,2)?,
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d)2-— —(2—§)Z+(0_3_§)2.(2_§)2,

e)Vi2Z +52+3- [3-2— 016,

0 -(2:4-311)+/0,25- /—%+3— ((__23)12 .

4. Uprostiti izraze:

a)J§—3J3_2+%, b) 3«@—2E+%.
(S ()

(7)) () (7))

6. Odrediti vrijednost promjenljive x, tako da se dobije tacna jednakost:
a) 7X= (7% 7% : 71, b)9%-2-9°-96=x-9,

7. Na koordinatnoj pravoj prikazati skup ta¢aka koji zadovoljava uslov:
a) x| = 3, b)x-1/<2.

8. Dokazati da je vrijednost izraza 16* —2'°— 4° djeljiva sa 110.

5. IzraCunati: a)

9. Dati su polinomi:
A=2x*-7x*+3x—-1, B=x*—6x>—-11iC=-5x2+x-3.
Srediti polinom: a)A—-(B+C), b)(A-B)-(B-0C).
10. Uprostiti izraze: a) (4x — 1)(3x*—2x +2) — 5(x* — 6x>+ 7x — 1),
b) (x —2y)(x + 3y) — (2x + 3y)(2x — y).

Prijedlog drugog pismenog zadatka

x7-x3x (a~b3)2 (az~b2)2 83.23

6% ) a3b  (ab3)? ’ C)

1. Uprostiti izraze: a)

2. IzraCunati vrijednost bl‘OJIllh izraza:

2) ()% (-1D° - ()5 - (- 2)°,

o L5 -
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3. a) Uprostiti izraze:
1) —%a3b~l%abzc~(—l, 2a2bc3), i1) %—x/27 +2«m.

B

b) Na koordinatnoj pravoj prikazati skup tacaka koje zadovoljavaju uslov
x+2|>1.
4. a) Dati su polinomi: A(a) =2a* —a® — 8a? + 5a + 11,
B(a) = —5a* —7a® —12a%? i C(x) = 7a® —9a — 5.
Srediti polinom 4(a) — (B(a) + C(a)).
b) Uprostiti izraz (a — 3b)(a + 3b) — (4a + 3b)(2b -a).
5. a) Dokazati da je vrijednost izraza (57 — 5°) - (57 + 5°) djeljiva sa 8.
b) Odrediti vrijednost promjenljive x, tako da se dobije tacna jednakost

b b Y (b b (éj
81 3 27 3 3)°

2

6,45

. x6-x5.x m-n3 m2n?)? 2y
1. Uprostiti izraze: a) Tz ¢ . )

m3-n (mn3)2 ° 93

b)

2. IzracCunati vrijednost brojnih izraza:

2) (- 2)° (=9)° - D (-2,
b) (-3) —(—2)2—\/7€-J§— 6> +2-(-10).

3. a) Uprostiti izraze: 1) —%xf -1%)0/322 '(—0, 5x3y22 ),

) J§_3J3—2+%.

b) Na koordinatnoj pravoj prikazati skup tac¢aka koji zadovoljava uslov
x-3]<2.
4. a) Dati su polinomi: A(a) = 2a* — a® —8a? + 5a + 11,
B(a) = =5a* —7a®—12a%? i C(a) = 7a®> —9a — 5.
Srediti polinom A(a) + B(a) - C(a).
b) Uprostiti izraz (3x — y)(3x +y) — (x + 3y)(2y — 4x).
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5. a) Dokazati da je vrijednost izraza (87 - 8°) - (87 + 8°) djeljiva sa 7.
b) Odrediti vrijednost promjenljive x, tako da se dobije tacna jednakost

¢ o) (e o) (o]
4 8)°\ 8 2 2)
Sanda Ivanovic¢, JU 0S »dutjeska”, Podgorica

Priprema za drugi pismeni zadatak.
Linearna funkcija. Prizma.

1. Kojoj od ponudenih implicitno zadatih linearnih funkcija odgovara
eksplicitno zadata funkcija y = 3x + 2?
aA)x+3y—2=0;b)3x—y+2=0;,c)x—3y—2=0;
d)3x—y—2=0;,e)2x—y+3=0.

2. Linearnu funkciju zadatu formulom 3x + 2y — 6 = 0 prevesti u
eksplicitni oblik, a zatim nacrtati njen grafik.

3. Ne crtajuci grafike obrazloziti u kakvom su medusobnom odnosu grafici
linearnih funkcija: y =3x—2 i 3x —y+3 =0.

4. Popuniti tabelu koja odgovara linearnoj funkciji zadatoj formulom

3
yzgx—6. 1
X -2 0 15

0 _
y E 4

5. Odrediti parametar m za koji funkcija (m —2)x + 2y —6 =0
a) ima nulu funkcije za x = —1; b) je opadajuca.

6. Odrediti formulu kojom je zadata linearna funkcija ¢iji grafik prolazi
kroz tacke A(-3, 1) 1 B(1, 2).

7. Odrediti formulu kojom je zadata linearna funkcija ¢iji je grafik paralelan
grafiku funkcije 2x — y + 7 = 0 1 prolazi kroz tacku A(1, —1).

8. Baza prave Cetvorostrane prizme je romb cije su dijagonale duzina 16 cm
1 12 cm. Izracunati povrSinu prizme ako je njena visina H = 8 cm.
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10.

9]

Veci dijagonalni presjek pravilne Sestostrane prizme je kvadrat povrSine
64 cm?. IzraGunati povrsinu te prizme.

Izracunati povrsinu pravilne jednakoivicne trostrane prizme ¢ija je povr-
$ina omotaca 108 cm?.

Prijedlog drugog pismenog zadatka

Linearnu funkciju zadatu formulom x — 4y + 4 = 0 prevesti u ekspli-
citni oblik, nacrtati njen grafik i odrediti intervale na kojima je funkcija
pozitivna, odnosno negativna.

Odrediti vrijednost parametra m za koju je grafik funkcije (m + 2)x —
2y + 4 = 0 paralelan sa grafikom funkcije 2y + x — 6 = 0.
IzraCunati obim 1 povrSinu trougla koji grafik funkcije

4x — 3y + 24 = 0 obrazuje sa koordinatnim osama.

Nacrtati grafik funkcijey = 3 — |x — 2|.

Baza prave trostrane prizme je pravougli trougao ¢ija je kateta 3cm, a
hipotenuza je za 1cm duza od druge katete. [zraCunati povrSinu prizme
ako je najveca strana njenog omotaca kvadrat.

. Linearnu funkciju zadatu formulom 3x + 2y + 6 = 0 prevesti u

eksplicitni oblik, nacrtati njen grafik i provjeriti da li tacka A(-3, 2)
pripada grafiku date funkcije.

Data je funkcijay = (p + 3)x + (p — 6). Odrediti vrijednost parametra
p tako da je nula funkcije x = 6.

Izracunati povrsinu trougla odredenog x-osom 1 graficima funkcija:

2y —x—4=0i3y+x—6=0.

2x—1, x <1

2—x, x=1

Manyji dijagonalni presjek pravilne Sestostrane prizme je kvadrat povrSine
48 cm?. Izradunati povrsinu te prizme.

Nacrtati grafik funkcije: y = {

Nikola Mila¢i¢, JU OS »Sutjeska“, Podgorica
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ODABRANI ZADACI

. Koje cifre treba ukloniti iz broja 127912345 da bi se dobio najveci
moguci broj djeljiv sa 67

. Odrediti suplement komplementa ugla a = 28°39’40”.

. Odrediti nepoznate uglove sa slike.

. Odrediti koja se cifra nalazi na 2020. mjestu poslije decimalnog zareza u

. . .18
decimalnom zapisu broja o

VIl razred

. U trouglu ABC je AC = BC. Simetrala ugla o sijece simetralu ugla y u
tacki S, tako da je ugao ASC = 108°. Uporediti stranice AB 1 AC.

. U trouglu ABC ugao kod tjemena C je prav. Na stranici AB su date tacke
M 1N, takve daje AM = AC 1 BN = BC. Izracunati ugao MCN.

. Kroz tacku P osnovice AB jednakokrakog trougla ABC povucena je prava
p normalna na AB. Prava p sijece pravu BC u M i pravu AC u N. Dokazati
da je trougao CMN jednakokraki.

. U ostrouglom trouglu ABC visine AD 1 CE sijeku se u tacki H, pri ¢emu je
AB = CH. Dokazati daje ugao BCA = 45°.

VIl razred
. Koji Cetvorocifreni broj ima svojstva:
a) njegova prva cifra jednaka je drugoj, a treca cifra jednaka je cetvrtoj,

b) da je taj Cetvorocifreni broj kvadrat jednog dvocifrenog broja?

2020 i 20202021
2021 20212020 °

. Uporediti razlomke
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B~ W

. Odrediti broj a tako da razlomak

a’ -8
8+ a2

ima najmanju vrijednost.

. Racionalisati imenioce:

VFTAET | gy V@b
Vi vy Va6 Varis

. Data je linearna funkcija gx + 15—0y — 3 = 0. Zapisati funkciju u obliku

y = kx + n, a zatim izrac¢unati povrsinu trougla koji obrazuju grafik te
funkcije 1 koordinatne ose.

Nacrtati grafik funkcije f(x) = |x — 4| — |x — 5].

3. Nacrtati grafik funkcije f(x) =vV9x2 + 9 + 18x .

Povrsina baze pravilne éetvorostrane piramide je 100 cm?, a njena apotema

je h. Izraziti povrSinu piramide u funkciji apoteme h. Da li je ta funkcija
linearna?

Ljiljana Vuci¢, Jasna Todorovi¢, Nikola Radojici¢,

JU OS ,,Milija Nikéevié¢”’, Niksié¢

TAKMICARSKI ZADACI

VI razred

. Odrediti zbir svih razlomaka ¢iji je imenilac veé¢i od 2, brojilac manji od

100, a da im je vrijednost jednaka %

. . o 2 . . v . .
Uglovi a i f su suplementni, Sai B su komplementni. Izracunati razliku

aif.

VIl razred

. U trouglu ABC ugao kod tjemena B jednak je 15°, a ugao kod tjemena C

je 30°. Prava koja sadrzi tjeme A i normlana je na stranicu AB sijeCe
stranicu BC u tacki D. Dokazati da je BD = 2AC.

Dat je nejednakostrani¢ni trougao ABC i sredista E, F, G, redom stranica
AB, AC 1 BC. Sa spoljne strane trougla povucene su duzi EM = AB/2 i
FN = AC/2, tako da je EM normalno na AB i FN normalno na AC. Doka-
zati da je GM = GN.
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VIl razred
. Uprostiti izraz \/4,5 + V242V3+4+ 6 .

Dokazati da je zbir 2 + 2%+ 23 + ... + 229 djeljiv sa 30.

1. U koordinatnoj ravni xOy je data tacka M(5, 3). Kroz tacku M konstruisana
je prava p koja koordinatne ose sijece u tatkama A(a, 0) 1 B(0, b). Odrediti
sve vrijednosti a 1 b tako da su a i b prirodni brojevi.

VO I

o

Dijagonalni presjek pravilne cetvorostrane piramide je jednakostrani¢ni
trougao povrine k2v/3 . Izradunati povriinu i zapreminu te piramide.

Ljiljana Vucié, Jasna Todorovi¢, Nikola Radojicié,
JU OS ,,Milija Nikcevi¢”’, NikSi¢

RJESENJA TAKMICARSKIH ZADATAKA
IZ PROSLOG BROJA

1. Odrediti cifru x tako da je broj 94x60 djeljiv sa 56.

2. Koji je: a) najveci; b) najmanji, prirodan broj djeljiv sa 45 u ¢ijem zapisu
se koriste sve cifre tacno po jedanput?

Rjesenja:

1. Broj 94x60 je djeljiv sa 56 ako je djeljiv brojevima 8 i 7 koji su uzajamno
prosti. Broj 94x60 je djeljiv sa 8 ako je broj x60 djeljiv sa 8, pa je x €
{1,3,5,7,9}. Provjerom, tj. dijeljenjem sa 7 svih pet brojeva koji su djeljivi
sa 8 nalazimo da je samo 94360 djeljiv sa 56.

2. Zbirsvih cifara 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 819 je 45, pa je broj, u ¢ijem zapisu
se koriste sve cifre tacno po jedanput, djeljiv sa 9. Djeljivost sa 5 obezbje-
duje posljednja cifra.

a.) Najveci od takvih brojeva je 9876543210.
b.) Najmanji od takvih brojeva je 1023467895.

VIl razred

1. Staje veée i za koliko: zbir svih cijelih brojeva a koji zadovoljavaju uslov
—1777 <a <1077 ili proizvod tih brojeva?
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2.

Milica je nekoliko od 10 listova papira isjekla na 10 dijelova, zatim je od
dobijenih dijelova isjekla jos nekoliko njih na 10 dijelova, itd. Na kraju je
prebrojala ukupno 2020 komada papira. Dokazati da je Milica pogrijesSila
u brojanju.

RjeSenja:

1.

Proizvod datih brojeva je: —1776 - (-<1775) - ... - (1) - 0 -1 -...- 1076 = 0.
Zbir datih brojeva je:
—1776+(-1775)+...+(-1077)+(-1076) +...+ 1076 =

o

Vv

0

—-(1776 +1775+...+1078+1077) = —998550
Veci je proizvod datih brojeva za 998550.

Ako je Milica od 10 listova isjekla n listova na n dijelova, tada je dobila
10n + (10 —n) = 9n + 10 komada papira. Ovo se moze zapisati i kao:
IOn+(10-n)=10n+10-n=9n+10=9(n + 1) + 1.

Kada je isjekla sljede¢ih m listova na 10 dijelova, imala je ukupno

10m + (9n + 10 — m) komada papira. Ovo se moze zapisati i kao:
I0Om+On+10-m)=10m+9n+ 10— m=9m + 9n +10 = 9(m+ n+1)+1.
Poslije svakog novog sijecenja, uvijek ¢e se dobiti da je ukupan broj svih
komada papira oblika 9k + 1, gdje je k neki prirodan broj. Moze se zaklju-
¢iti 1 da ukupan broj svih komada papira pri dijeljenju sa 9 daje ostatak 1.
Kako je 2020 =9 - 224 + 4 (ostatak je 4, a ne 1), zakljucak je da je Milica
pogrijesila u brojanju.

VIl razred

. Tri ucenika igraju stoni tenis na ispadanje tj. igra¢ koji izgubi ustupa mje-

sto igracu koji nije u toj partiji ucestvovao. Odigrana je ukupno 21 partija.
Petar je odigrao ukupno 10 partija, Boris 15, a Vlado 17. Ko je od njih iz-
gubio u Sestoj partiji?

Ako su x, y i z cijeli brojevi takvi da je 3x + 7z =y, dokazati da je broj
(y —4z)(4x +y) djeljiv sa 21.

RjeSenja:

1.

Ukupno je odigrana 21 partija ((10 + 15 + 17) : 2 = 21). Primijetimo da
nijedan igrac¢ nije mogao propustiti dvije uzastopne partije. Kako je Petar
propustio 11 partija od 21, znaci da je igrao sve partije sa parnim rednim
brojevima i samo njih. Kako on nije igrao sedmu partiju, to znaci da je
eliminisan u Sestoj. Dakle, Sestu partiju je izgubio Petar.
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2. Iz3x+7z=yjey—4=3(x+z) paje broj y — 4z djeljiv sa 2. S druge
strane, iz3x + 7z=yjey + 4x =7(x + z), pa je broj y + 4x djeljiv 7. Dakle,
proizvod (y — 4z)(4x +y) je djeljiv sa 21.

1. Dvostruka povrSina pravilnog Sestougla jednaka je trostrukoj povrsini
jednakostrani¢nog trougla. Odrediti razmjeru obima Sestougla i trougla.

2. U ravni a data je prava p i tacke A i B sa iste strane te prave. Tacka C je
osa simetrije tatke A u odnosu na pravu p. Presjek prave p 1 BC je tacka
D. Neka je E bilo koja tacka na pravoj p, razlic¢ita od D. Dokazati da je
obim trougla ABD manji od obima trougla ABE.

RjeSenja:

1. Ako je a duZina stranice Sestougla i b duZina stranice trougla, tada je
3a2y3 PN . o o . .
2 = 3 L - baje 4a* = b*“. Kako su aib pozitivne veli¢ine, onda
je 2a = b, tj. 6a = 3b, §to pokazuje da su obimi ovih figura jednaki.
2. Zbog simetri¢nosti tacaka A 1 C u odnosu na pravu p (slika 1) je AD = CD
1 AE = CE, pa je obim B
trougla ABD jednak AB +
BD + AD = AB + BD +
DC. Sli¢no je obim trougla
ABE jednak AB + BE +

A
AE = AB+BE +CE. Na
osnovu osobine trougla da je
zbir dvije stranice vecéi od E
treCe stranice, za trougao
p

BCE imamo da je BC <
BE + CE, paje AB+BC <
AB + BE + CE, tj. obim
trougla ABD je manji od
obima trougla ABE.

C
Slika 1

Sanja Popovié, Milo§ Gojatanin, Aleksandra Cejovié, Vesna Matkovi¢
JU Osnovna §kola ,,Drago Milovic¢“, Tivat
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PRIPREMA ZA CAS

Skola JU OS5, Druga osnovna* Budva

Predmet Matematika

Razred Sedmi

Sadrzaj i pojmovi Odnos stranica i uglova u trouglu
Tokom ucenja ucenici ¢e moci da ra-

Ishodi ucenja zumiju i koriste tvrdenja o medusobnom
odnosu stranica i uglova u trouglu

Oblici rada Frontalni, rad u grupama

Nastavne metode Monolosko-dijaloska, demonstrativna

Nastavna sredstva Pribor za geometriju

Nastavnica Mirjana Soluji¢, profesorica

Tok ¢asa

Uvodni dio ¢asa (5 do 10 minuta)

1. korak/aktivnost
Nakon provjere tacnosti izrade domacih zadataka sa prethodnog Casa,
ucenici odgovaranjem na pitanja obnavljaju:

* osnovne elemente trougla,

* uglove trougla: konstantnost zbira unutrasnjih i zbira spoljasnjih uglo-
va trougla,
stranice trougla: njihov odnos tj. kakve moraju biti stranice trougla,

* podjelu trougla prema veli¢ini njihovih stranica,
simetralu ugla i simetralu duZi 1 njihova svojstva.

Glavni dio ¢asa (30 do 35 minuta)

2. korak/aktivnost
Nastavnik kroz primjere izvodi tvrdenja i upoznaje ucenike u kakvom
medusobnom odnosu mogu biti stranice 1 unutrasnji uglovi trougla tj.
kako veli¢ina stranica uti¢e na veli¢inu unutrasnjih uglova u trouglu i
obrnuto.

Primjer 1. Nacrtati trougao ABC (AC = BC), oznaciti njegova tjemena,
stranice 1 unutrasnje uglove. Odrediti simetralu ugla y i oznaciti bisek-
trisu CD (Slika 1.).
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AC=BC

Slika 1.

Nastavnik podstice ucenike da iskazu svojstvo simetrale ugla kod tje-
mena C, kao 1 uocavanje trouglova ADC 1 BDC. Postavlja pitanje o
konstantnosti zbira unutrasnjih uglova uocenih trouglova i izrazava
uglove a1 B.

1z trougla ADC dobijamo: Iz trougla BDC dobijamo:
a+90° +vy/2 =180° B+90°+ y/2=180°
a=180°—-90°—v/2 B=180°—-90°—v/2
a=90°—1vy/2; B=90°—1v/2.

Sada zakljucujemo da je o = .

Dakle, na osnovu jednakosti stranica trougla ABC, AC = BC tj.
a = b kao posljedicu imamo da su i unutrasnji uglovi naspram jednakih
stanica takode medusobno jednaki a = p.

Nastavnik navodi odgovarajuca tvrdenja:

Direktno tvrdenje: Naspram jednakih stranica u trouglu nalaze se jed-
naki unutras$nji uglovi.

Obrnuto tvrdenje: Naspram jednakih unutrasnjih uglova u trouglu na-
laze se jednake stranice.

Nastavnik pojasnjava da ¢e se kasnije detaljnije izucavati i imenovati
trougao sa dvije jednake stranice kao 1 njegova svojstva.
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Primjer 2. Nacrtati trougao ABC nejednakih stranica AB > BC > CA
(a > b > c), geometrijskim priborom iscrtati oblast unutrasnjih uglova

Slika 2.

Bez dokazivanja, koriste¢i se prethodnim tvrdenjem, navesti ucenike
na ocigledan zakljucak:
(c>a>b)

(y>a>p).

Nastavnik navodi odgovarajuca tvrdenja:

Direktno tvrdenje: Naspram duZze stranice u trouglu nalazi se veci
unutra$nji ugao.

Obrnuto tvrdenje: Naspram veceg unutrasnjeg ugla u trouglu nalazi
se duza stranica.

Nastavnik zadaje zadatke koje ucenici rade u paru, vode¢i rauna o
nivoima znanja ucenika.
Zadatak 1: Poredati po veli¢ini uglove trougla ABC ako je:
a) |AB|=7%cm ,|BC|=1dmi|CA|=35,2 cm,
b) c=4cm,a=b=5cm,
c) a=b=|AB|1iuovom primjeru odrediti veli¢ine unutrasnjih uglova
tog trougla.
Zadatak 2: Uglovi trougla ABC imaju sledece veliCine:
a)a=53°1B=69° b)y=42°1p=102° Izracunati veli¢inu treceg
unutra$njeg ugla 1 uporediti stranice tog trougla.
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Zadatak 3: Dvije stranice trougla su |[BC| = 5,2 cm 1 |AC| = 3,8 cm, a
unutra$nji ugao y je najveci unutrasnji ugao tog trougla.
a) Uporediti uglove trougla.
b) Koliko centimetara moZe biti duzina trece stranice trougla, ako se
zna da je duzina te stranice izrazena cijelim brojem centimetara?
¢) Koliko prirodnih vrijednosti moze imati duzina trece stranice?
Ucenici prezentuju izradu zadataka.

Zavrs$ni dio ¢asa (5 minuta)
3. korak/aktivnost
Ponoviti naucena tvrdenja o medusobnom odnosu stranica i uglova u
trouglu 1 obrnuto.
Domaci zadatak: Nastavnik zadaje tri zadatka po izboru iz zbirke za-

dataka.
UKRSTENICA

VODORAVNO: A B

A: NZD (48, 72)

C: Najveci prost broj Seste desetice

D:  Prosti ¢inioci broja 21 C

E:  Najmanji prost broj

F:  Najmanji prirodan broj

K: NZS (22, 26, 143)
USPRAVNO:

A: Prosti ¢inioci broja 70

B: Kvadrat broja 7

D:  Slozen broj ¢iji su svi
prosti ¢inioci: 2, 7123

F:  Proizvod Cetiri dvojke
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Dijana BoZovi¢, JU OS , Marko Miljanov*, Bijelo Polje

Rjesenje zadatka sa naslovne strane Dijagonale 9:

M=4




Sﬁnga (naprijed) i piramida (iza) u Egiptu

Staroegipatska civilizacija je jedna od najstarijih stvorenih na Zemlji, a o
njoj ujedno najvise znamo zahvaljujuci brojnim pisanim izvorima. Matemati-
ka svoje najranije korijene vuce upravo sa ovih prostora. Na osnovu crteza iz
pecma 1 piramida, danas sa sigurnoS¢u mozemo tvrditi da su za veliki pomak
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u napretku matematike zasluzni egipatski
pisari.

Matematicka znanja toga doba bila su
zapisivana na papirusu. Danas najpoznatiji
izvori jesu Rajndov papirus sa 85 matema-
ti¢kih problema (ili 87, po nekim izvorima)
1 Moskovski papirus sa 25 zadataka i naj-
ve¢im dostignu¢ima egipatske geometrije.
Odavde nam je poznato da su Egip¢ani po-
znavali razlomke 1 sve Cetiri racunske ope-
racije ne mnogo drugacijim nego Sto ih mi
danas upotrebljavamo.
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Na osnovu istorijskih izvora koji su nam danas dostupni, zaklju¢ujemo da
je egipatska matematika bila prakti¢na empirijska disciplina bez pokusaja i
bez svijesti da je matematicka znanja na bilo koji nacin potrebno dokazivati.
Matematika je u Egiptu bila okrenuta prakticnim pitanjima drzavne uprave i

potrebama poljoprivrede.

Iz Rajndovog papirusa saznajemo kako su Egip¢ani mno- 29 45
zili. Recimo da Zelimo da pomnozimo 29 i 45. Uzmimo 45 i 1 45
saberimo ga sa samim sobom. Dobijeni rezultat ponovo sabe- 2 9
remo sa samim sobom, i na taj na¢in dobijamo tabelu: 4 180

Dalje nema potrebe da idemo jer je 32 > 29. Medutim,
zakljuCujemo da je 29 =16 + 8 + 4 + 1, pa saberemo brojeve
na pozicijama 1,4, 81 16 i dobijamo rezultat 1305.
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Moskovski papirus

U Egiptu, u muSkom obrazovanju, jedno vrijeme matematika se nije sma-
trala vaznom. Paci su ucili samo osnovna znanja iz aritmetike 1 algebre koja
¢e im biti potrebna za obavljanje poslova, kao §to je zapisivanje prinosa Zetve.
Kasnije, matematika je bila nezaobilazan segment Zivota tamosnjih ljudi. Ko-
ristili su je za izraCunavanje plata shodno obavljenom poslu, za izrac¢unavanje
povrsina parcela, za prevodenje mjera iz jedne u drugu 1 jo$ brojne druge

svrhe.



Matematika starog Egipta imala je snazan uticaj i na prirodne nauke
brojnih drugih zemalja Sirom svijeta, a dala je odredeni pecat i na matematiku
anti¢ke Grcke. Teorema koju danas nazivamo Pitagorinom, stotinama godina
prije njega poznavali su Egipc¢ani i Vavilonci.

i = i i -

Zapis na papirusu

Pisari su u Egiptu igrali vaznu ulogu u prikupljanju i ¢uvanju matematickih
znanja. Zahvaljujuéi njima, razvijala se i prepoznatljiva egipatska arhitektu-
ra koja ih je poprili€no zahtijevala. Preciznost u gradnji bilo je tesko izvesti
raspolozivim sredstvima 1 alatom, pa su zato znanja iz geometrije bila Siroko
primjenjivana 1, na kraju krajeva - neophodna. Geometrija, ve¢ samim svojim
nazivom otkriva 1 svoje grcko porijeklo, a koja bi, doslovno prevedena, znaci-
la ,,mjerenje zemlje”.

Danas se najve¢im ¢udom egipatske arhitekture u pogledu geometrije
smatra Keopsova piramida kod koje je primije¢eno mnogo pojedinosti koje su
znacajne 1 u savremenoj arhitekturi i gradevinarstvu. Pravi uglovi piramide su
tacni do ispod jedan posto, a stranice duzine 230 metara u duzini se razlikuju
samo 20 cm.

Izgradnja piramide

Miljana Stankovi¢ i Luka Bojanovi¢
ulenici IX-3 odjeljenja JU OS ,,Radojica Perovi¢“ - Podgorica
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ZANIMLIJIVI PODACI

Pitagorin ,,prijatelj”

Kada su pitali Pitagoru sta je to prijatelj odgovorio je:

,»Moje drugo ja, kao Sto su prijateljski brojevi 220 i 284. A dva broja su
prijatelji ili u prijateljskom dosluhu, kada je svaki od njih zbir svega onoga sto
je mjera drugoga.”

Zbir djelilaca broja 220 ne uracunavajuéi sam taj broj je:

1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110=284.

Sli¢no zbir djelilaca broja 284 je:

1+2+4+71+142=220.

Podsjetimo da je Leonard Ojler mnogo vjekova nakon Pitagore otkrio 60-
-ak parova prijateljskih brojeva.

Iracionalni brojevi bez imena

Najznacajnije otkri¢e koje je pripisano Pitagorejcima je otkrice iracional-
nih brojeva, koji su danasnji naziv dobili tek kasnije. Naime, polaznici Pitago-
rine Skole su trazili geometrijsku sredinu brojeva 11 2, ta dva po njima sveta
simbola. Zakljucili su da se takav broj ne moze predstaviti odnosom cijelih
brojeva.

Kralj Ptolomej

Jednom prilikom je kralj Ptolomej posjetio biblioteku u Aleksandriji (Egi-
pat), koja je u to vrijeme bila poznata po svom bogatom fondu. Kralj se pri-
licno zadrzao u pregledanju svitaka Euklidovih ,,Elemenata”, nakon cega je
upitao Euklida da li postoji kra¢i put za matematiku od onog koji je on izlozio
u svom djelu. Euklid mu je odgovorio: ,,U geometriji nema direktnog puta koji
bi bio rezervisan za kraljeve.”

Aleksandar Veliki

Kada je Aleksandar Veliki zatrazio od Menehma da ga nauc¢i matematiku,
ovaj mu je odgovorio: ,,Po zemlji postoje kraljevski putevi i putevi za gradane,
ali u matematici nema kraljevskog puta.”
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Arhimedov spomenik

Valjak u kome je upisana lopta i kupa ¢ija je osnova podudarna osnovi
valjka je slika koju je otkrio poznati rimski govornik i drzavnik Ciceron (106
- 43 p.n.e.) u Sirakuzi na spomeniku Arhimeda. Pre¢nik osnove valjka ure-
zanog na Arhimedovom spomeniku jednak je visini valjka. Lako se dokazuje
da se zapremine kupe, lopte i valjka urezanih na Arhimedovom spomeniku
odnose kao 1:2:3.

Lagranzovo odustajanje

Lagran? je pred kraj Zivota povjerovao da je izasao na kraj sa aksiomom o
paralelama. Pripremio je ¢lanak o tome i otiSao u akademiju da ga procita. Na
pocetku Citanja nesto mu se nije slagalo te je bacio kredu na katedru 1 izasao
rekavsi da treba o ovome joS malo da razmisli.

Fibonacijeva greSka

Leonardo iz Pize (1180 - 1250), poznatiji kao Fibonaci, sakupljao je i rje-
Savao razne probleme iz matematike. Izmedu ostalog bavio se i klasi¢nim
problemom o lavu u jami, koji glasi:

»Jama je duboka 50 stopa. Lav se popne 1/7 stope svakog dana i zatim
sklizne nazad 1/9 stope svake no¢i. Koliko ¢e mu dana biti potrebno da izade
iz jame?”

Fibonaci je ovaj zadatak rijesio tako Sto je posao od broja 63 koji je djeljiv
sa71sa9,1inasao da ¢e se za 63 dana lav popeti 9 stopa i skliznuti 7 stopa. Po
tome lav napreduje 2/63 stope svakog dana.

Dalje je koristeci proporciju Fibonaci izracunao da ¢e lavu biti potrebno
(50:2)-63=1575 dana da stigne do vrha jame. Medutim Fibonacijev odgo-
vor je pogresan. Naime, na kraju 1571. dana ¢e biti samo 8/63 stopa do vrha i
sledeceg dana Ce sti¢i do vrha (1/7 > 8/63). Takode kada se dokopa izlaza, lav
nece, kao prethodnih dana skliznuti nazad za 1/9 stope.
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REKLI SU O MATEMATICI

»Matematicki pojmovi nijesu proizvoljna tvorevina uma ve¢ odraz real-
nog, objektivnog svijeta, mada ¢esto u veoma apstraktnom obliku.”
(Holandski matematic¢ar D.J. Strojk)

»Dokaz da matematika prevazilazi jednostavnos¢u i znacajem sve druge
nauke lezi u tome S§to ona obuhvata odjednom mnoge objekte nezavisno od
njihove prirode.”

(Dekart)

»Matematika je nauka o vezi izmedu veli¢ina, a veli¢ina je sve ono $to
moze biti jednako ili nejednako necem drugom.”
(Grasman)

»Matematika u strogom smislu rijeci, jeste apstraktna nauka koja deduk-
tivno istrazuje zakljucke dobijene iz osnovnih pojmova prostornih i numeric-
kih odnosa.”

(Mjuraj)

»~Predmet matematike je otkrivanje zakona misljenja.”
(Silvester)

»Matematika je dominantna nauka naSeg doba. Onaj ko nece da je upotri-
jebi danas za sebe, sjutra ¢e naci da je ona upotrijebljena protiv njega.”
(Herbart)

,U vecini nauka jedna generacija obara ono $to je druga prije nje stvorila. U
matematici svaka generacija dograduje na ono $to su druge prije nje stvorile.”
(Hankel)

,U matematici ima veoma mnogo maste. Vise maste je imao Arhimed
nego Homer.”
(Volter)

,»Matematika predstavlja kapiju i klju¢ nauka. Zanemarivanje matematike na-
nosi Stetu svakom znanju jer onaj koji je ne zna, ne moze znati ni druge nauke.”
(Bekon)
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